Dla centralnego przedzialu ufnosci:

l1—« 1+«
f+=f< 5 7711—17”2—1); fzf( 5 7711—17712—1)

Wartos¢ krytyczng f (H‘T‘X, ny —1,ng — 1) wyrazamy poprzez warto$¢ krytyczna f (1_7"‘, ny —1,ng — 1)

1 1
F~F — ~F : R
(nlanQ)_)F (77‘27”1), f(oz,nl,ng) f(].—Oé,TLQ,TLl)
=g = :
- f+ f(l_TaaTLQ_lanl _1)
1 Si  o? (l—a )512
— < = < ,no—1,n —1| =5
F(Gm om0 g I el g
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17.4 Jednostronne przedzialy ufnosci
Czesto interesuje nas jedynie dolne lub gérne ograniczenie na wiarygodne wartosci parametru ©.

Definicja 17.6 (Jednostronny przedzial ufnosci).
Niech x4, xs, . . . x,, bedzie realizacja proby losowej X1, Xs, ... X, a © bgdzie nieznanym parameterm. Jesli istnieja
statystyki ©_ = f(X;, Xo,... X,,) oraz O, = g(X1, X», ... X,,) takie, ze

PO<Oy)=a; PO>0_)=«
dla kazdej wartosci O, wtedy przedziaty
[—OO7Q+]; [6‘*700]

gdzie 0_ = f(x1,22,...x,) oraz 0 = g(x1,x9, ... 2,) nazywamy jednostronnymi przedziatami ufnosci dla © na
poziomie ufnosci .

Jednostronne przedziaty ufnosSci mozna tatwo utworzy¢ z centralnych przedziatéw ufnosci, zamieniajac wartosci kry-

tyczne rzedu 1_70‘ narzedu 1 — « arzedu HTO‘ na rzedu o

Przyklad 17.2.
Centralny przedziat ufnosci na poziomie uf. a:

n

K3

(@i~ 2)° S (i — 7)°
u(l_iaanf]-) u(?aanfl)

Jednostronne przedziaty ufnosci na poziomie uf. a:

18 Testowanie hipotez statystycznych

Do tej pory poznaliSmy metody statystyczne pozwalajace numerycznie okresli¢:
e wiarygodne wartoSci parametréw zatozonych rozktadéw (estymatory)
e przedzialy wiarygodnych warto$ci (przedzialy ufnosci).

Czesto zachodzi konieczno$¢ wyciagnigcia wnioskdéw statystycznych polegajacych na wyborze pomigdzy dwoma
wykluczajacymi si¢ teoriami (hipotezami).

o Jesli hipotezy te dotycza wartoSci parametréw zatozonego rozkladu to nazywamy je testami parametrycznymi
e W przeciwnym wypadku sa to testy nieparametryczne . Np. czy proba losowa pochodzi z rozktadu Poissona?

Definicja 18.1 (Statystyka testowa).

Niech x1, 9, ...z, bedzie realizacja proby losowej X1, Xo, ... X,,. Statystyka testowa nazywamy statystyke 1" =
h(X1, Xa, ... X,) ktérej wartosé dla tej préby ¢ = h(x1, s, ... x,) jest podstawg do podjecia decyzji o odrzuceniu
hipotezy H
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e W najprostszym przypadku testujemy hipotezg Hy : 6 = 6y wobec hipotezy alternatywnej bedacej zaprzecze-
niem hipotezy zerowej Hy : 6 # 6y

e W og6lnym przypadku hipoteza alternatywna moze by¢ dowolna (wykluczajaca Hy) hipoteza H;.
Definicja 18.2 (Btad I i Il rodzaju).

e Btad I rodzaju popelniamy jesli biednie odrzucimy hipoteze H ( Hy jest hipoteza prawdziwa).

e Btad Il rodzaju popetniamy jesli bigdnie nie odrzucimy hipotezy Hy ( H; jest hipoteza prawdziwa).

Podjecie decyzji o odrzuceniu hipotezy zawsze jest kompromisem pomigedzy prawdopodobienistwem popelnienia biedu
I rodzaju a pr. popetnienia biedu II rodzaju.

Definicja 18.3 (Poziom istotnosci testu).
Poziomem istotnosci testu, o, nazywamy maksymalnie dopuszczalne prawdopodobieristwo popelnienia btedu I ro-
dzaju.

Definicja 18.4 (Zbior krytyczny).

Zat6ézmy, ze testujemy hipotezg Hy wobec hipotezy H; , na poziomie itotnosci «, korzystajac ze statystyki testowej
T.Zbiér C € R wartosci statystyki 7" dla ktérych odrzucamy hipoteze Hy na rzecz hipotezy H; nazywamy zbiorem
krytycznym testu.

Doktadna postac zbioru krytycznego zalezy od poziomu istotnosci testu oraz rozktadu statystyki testowe;j:
1. P(T € C|Hp) < «
2. P(T ¢ C|Hy) osiaga minimum

Jesli T € C to odrzucamy hipotezg Hy na rzecz hipotezy H; w przeciwnym wypadku nie mamy podstaw do odrzu-
cenia hipotezy Hy.
Uwaga:

e Aby spetniony byl warunek 1 musimy zna¢ rozklad statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy
Hy.

e Aby spetni¢ warunek 2 czesto wystarczy skorzysta¢ z symetrii problemu i okresli¢ ksztatt zbioru krytycznego
na drodze logicznego rozumowania.

Ogdlna procedura przeprowadzania testow statystycznych:
e Postaw hipotezg Hy oraz hipotezg alternatywna H;;
e Zaproponuj statystyke testowa T, ktorej rozktad jest znany przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Hy.
e Wybierz poziom istotnosci testu oraz okresl zbidr krytyczny tak aby spelnione byty warunki 1 i 2;
e Okresl warto$¢ statystyki i por6wnaj z obszarem krytycznym.

Przyklad 18.1 (Test wartoSci oczekiwanej rozktadu normalnego).
Niech 1, x5, . .. z,, bedzie realizacja préby losowej X1, Xo, ... X,, z rozktadu normalnego N (11, 02) (o znanej wa-
. . 2
riancji o).
Ho : = po
X - Ho
T = ~

Zbiorem krytycznym speiniajacym warunek 2 jest:

N(0,1) jesli Hy jest prawdziwa

edlaH, :p#p C=(—00,—c)U (¢, 0)
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edlaHy:p>p C=(c,0)
edlaH, :p<py C=(—00,—c2)
Wartosci ¢, ¢, co wyznaczamy z warunku 1:

a = P(Tel)

= 1-P(T ¢C)
= 1-P(T € (—c¢0))
l-a = P(Te(—c0)

Zatem
c=2z(a/2) ¢ =c3=2z(a)

edlaH :p#pu C=(—00,—2(a/2))U (2(a/2),00)
edlaH;:p>p C=(2(a),0)
edlaH,:p<puy C=(—00,—2(a))

Przyklad 18.2 (Test wartoSci oczekiwanej rozktadu normalnego).
Niech 1, x5, . .. z,, bedzie realizacja préby losowej X1, Xo, ... X,, z rozktadu normalnego N (11, 02) (o znanej wa-
. .o 2
riancji o*).
1. Ho:py < p<pg; Hy:p<pal|lp> pe
2. Ho:p < pallp > po; Hyopn < po < pio
_ X

T=oivm

~ N(0,1) jesli Hy jest prawdziwa

gdzie pi* = (p1 + p2)/2

Zbiorem krytycznym spetniajacym warunek 2 jest:
1. C = (=00, —kq) U (kq,0)
2. C = (—Vq,Va)

gdzie k,, 1 v, dane sa przez:

A A
@(W—Fk(a))—@(W—k(a)) =1l-«

A A
o <a/\/(n) —I—U(a)) - (a/\/(n) —v(a)) =«

A= (p2—p1)/2

gdzie

Przyklad 18.3 (Test wartosci oczekiwanej rozktadu normalnego).
Niech z1, xo, ...z, begdzie realizacja proby losowej X1, Xs, ... X, z rozktadu normalnego N (y, 02) (o nieznanej
wariancji).
Ho : p=po
X — po
T fr—
S/v/n

~t(n—1) jesli Hy jest prawdziwa

Zbiorami krytycznymi sa:
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edlaHy :p#p C=(—00,—t(a/2,n—1))U (t(a/2,n—1),00)
edlaH;:p>p C=(t{a,n—1),00)
edlaH,:p<puy C=(—o00,—tla,n—1))

Przyklad 18.4 (Test wariancji rozktadu normalnego).
Niech 1, 2o, .. . x, bedzie realizacja proby losowej X1, Xo, ... X, z rozktadu normalnego N (u, 02) (o znanej war-
toSci oczekiwanej p1).

Hy:0® =0}

T= Z (XU(Q),u)Q ~x%(n) jesli Hy jest prawdziwa
Zbiorami krytycznymi sa:
e dlaH:02#02 C=(0,u(l-0a/2,n))U (u(a/2,n),0)
e dlaHy:0% >0 C=(ula,n),o0)
e dlaH;:0%<o0f C=(0,u(l—a,n))

Przyklad 18.5 (Test wariancji rozktadu normalnego).
Niech z1, 29, ...z, bedzie realizacja proby losowej X1, Xo, ... X, z rozktadu normalnego N (u,o?) (o nieznanej

wartosci oczekiwanej).

Hy:0? =0}

X - X)?
T=Y" w ~x%(n—1) jesli Hy jest prawdziwa

Zbiorami krytycznymi sa:
e dla Hy : 02 # 0}

(0,u(l —a/2,n—1)) U (u(a/2,n —1),00)
(U( ,n—l),oo)

C
° dlaH1:a2>Ug C
C

e dlaH;:0% <o} (0,u(l —a,n—1))

Estymacja i testowanie wspélczynnika korelacji
W przypadku pary zm. los. (X,Y") istotnym parametrem jest wspétczynnik korelacji

E[(X — px)(Y — py)]
Var[X]Var[Y]

p:

Definicja 18.5 (wspéiczynnik korelacji z préby). Niech (X1,Y7), ..., (X,,,Y,,) bedzie préba prosta z rozktadu dwu-
wymiarowego, wspotczynnikiem korelacji z proby nazywamy:

ilm ~X)(%i - ¥)

k
\/Xn: (X — X)?
k=1 k
kZi:l(XkYk) 771)2}7

\/ (él X2 nxz) (é y2— nyz)
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R =

(Vi = Y)?

M=

1

W obliczeniach korzystamy ze wzoru:




e R jest asymptotycznie nieobcigzonym i zgodnym estymatorem wspoétczynnika korelacji.
e w og6lnym przypadku nie znamy jego rozktadu;

e nie mozemy oszacowac jego niepewnosci;

e nie moze by¢ podstawa konstrukcji przedzialu ufnosci;

e znamy jego rozktad tylko dla dwuwymiarowego rozktadu normalnego o p = 0

e lub dla duzej probki.

Twierdzenie 18.1 (rozktad wspétczynnika korelacji).
Niech (X1,Y1), ..., (X, Y,,) bedzie probq prostq z dwuwymiarowego rozktadu normalnego z p = 0, wtedy statystyka:

(n—2)R

T = T 2=
VI-R?

podlega rozktadowi Studenta o n — 2 stopniach swobody.

Przyklad 18.6 (Test wspoéiczynnika korelacji).
Niech (x1,91), .-+, (T, yn ) bedzie realizacja proby losowej (X1, Y1), ..., (X, ¥5) z dwuwymiarowego rozktadu nor-
malnego.

At
Vi—mr Y

Zbiorami krytycznymi sa:
edlaH :p#A0 C=(—o00,—t(a/2,n—2))U (t(a/2,n —2),00)
edlaH, :p>0 C=(t(a,n—2),00)
edlaH, :p<0 C=(—o00,—t(a,n—2))

Twierdzenie 18.2 (rozktad wspétczynnika korelacji).
Niech (X1,Y1), ..., (Xn,Ys) bedzie proba prostq z dwuwymiarowego rozktadu normalnego z dowolnym p , wtedy
statystyka:

n e jg? = -1

dla duzej proby podlega rozktadowi normalnemu o i = % 1 = — -

Przyklad 18.7 (Test wspétczynnika korelacji).
Niech (z1,91), ..., (Tn, yn) bedzie realizacja licznej préby losowej (X1, Y1), ..., (X,,Y,) z dwuwymiarowego roz-
ktadu normalnego.

Ho:p=po
11, 14R 17, l4po
3 In i“E— 3 In 0

z = 1

n—3
Zbiorami krytycznymi sa:
edlaH  :p#py C=(—00,—2(a/2)) U (2(cx/2),00)
edlaH,:p>py C=(z(a),0)

edlaH :p<py C=(—00,—2(a))
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