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MODELOWANIE REPREZENTACJI POWIERZCHNI
TOPOGRAFICZNEJ Z WYKORZYSTANIEM METODY
GEOSTATYSTYCZNEJ™

1 Wprowadzenie

W niniejszym artykule zwrécono uwage na mozliwos¢ wykorzystania metody
geostatystycznej w procesie modelowania reprezentacji powierzchni topograficznej
(Numeryczny Model Powierzchni Topograficznej — NMPT). W celu oszacowania
doktadnosci NMPT dwa aspekty powinny zosta¢ rozpatrzone: atrybuty danych
pomiarowych (doktadnos¢, gestos¢, rozmieszczenie) i jakos¢ modelowania
powierzchni. Teoria geostatystyczna moze znalez¢ zastosowanie w przypadku
rozwiazywania obydwu zagadnien. Strukturalna analiza geostatystyczna dostarcza
interesujacych informacji w procesie modelowania powierzchni topograficznej.
Okresla ona zaréwno wielkos¢ obszaru wptywu punktow otaczajacych na punkt
interpolowany (o - zasieg oddziatywania), jak réwniez umozliwia wykrycie
anizotropii czyli zmiennosci kierunkowej. Rozwiazuje to problem okreslenia liczby
punktéw pomiarowych oddziatywujacych na punkt interpolowany. Informacje te sa
bardzo uzyteczne przy ostatecznym projektowaniu siatki pomiarowej. Kriging czyli
interpolacja geostatystyczna jest ponad to jedynym rozwiazaniem interpolacyjnym,
ktére wyznacza btad interpolacji zwany wariancja Kkrigingu, okreslajacy jakos¢
przeprowadzonego modelowania.

W ostatnich latach coraz wieksze zainteresowanie wzbudza pozyskiwanie NMPT
z wykorzystaniem skanera laserowego. Specyficznym problemem tego procesu jest
koniecznos¢ usuwania ze zbioru punktow pomierzonych wszystkich punktow nie
nalezacych do  powierzchni  topograficznej  (zabudowa, roslinnos¢). Z
przeprowadzonych badan [1] wynika, ze geostatystyka moze stanowi¢ pomocne
narzedzie w rozwiazywaniu tej kwestii.

Metoda geostatystyczna znajduje takze zastosowanie w analizie btedow

automatycznej korelacji obrazéw [2]. Najwazniejsza zaleta tej metody w poréwnaniu
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z metodami klasycznymi jest wykorzystanie znanych wartosci oszacowanych bteddw

I informacji zawartej w semiwariogramie.

2 Podstawy geostatystyki

Za tworce geostatystyki uwazany jest George Matheron z Centrum GeostatystyKi
w Fontainebleau (Francja). W latach 1962 — 1963 opublikowat on obszerna rozprawe
[3] [4], zawierajaca teoretyczne podstawy nowej matematycznej metody opisu
zmiennosci — geostatystyki.

W kolejnych dziesiecioleciach nastapit szybki rozwdj zaréwno aspektow
teoretycznych metody geostatystycznej [5], jak rowniez jej praktycznych zastosowan
przede wszystkim w takich dziedzinach nauki jak geologia, hydrologia, meteorologia
itp. [6] [7].

Zmienno$¢ analizowanego parametru, w tradycyjnym ujeciu, wyrazana jest za
pomoca prostych miar statystycznych — wartosci sredniej, odchylenia standardowego,
wariancji lub wspotczynnika zmiennosci. Ograniczeniem tych wskaznikow jest brak
informacji o zlokalizowaniu badanej cechy.

Nowatorstwo geostatystyki polega na potraktowaniu analizowanego parametru, w
rozpatrywanych badaniach — wspdltrzednej wysokosciowej, jako tzw. ,,zmienngj
zregionalizowanej”, ktérej wartosci sa funkcja wspotrzednych potozenia punktéw
pomiaru. Strukture zmiennosci opisuje w syntetycznej formie tzw. semiwariogram,
ktory okresla zaleznos¢ miedzy sSrednim zréznicowaniem wartosci Wysokosci
(semiwariancja) i odlegtoscia miedzy punktami pomiaru.

Dla dyskretnej i regularnej sieci pomiaréw wartosci semiwariancji y (h) ustala si¢

ze wzoru:
320 - 2(x+ )]
=" (L)
gdzie:

z(x), z(x+h) — wartosci wysokosci w punktach pomiarowych oddalonych o h,
n — liczba par punktéw pomiarowych odlegtych o h,

Przyktadowy wykres semiwariogramu przedstawiono na rysunku 1.
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Rysunek 1 Przykladowy wykres semiwariogramu

C, — podstawa wywolana skladowa losowsa, lokalne zréznicowanie w skali pojedynczej
praébki, ,.efekt samorodkdéw” (ang. nugget effect ),
C —wartosé progowa ( ang. sill),
® —zasieg oddzialywania,
h — odleglosé,
y(h) — semiwariancja,
U, - udziat sktadnika losowego
Uy — udzial sktadnika nielosowego
[(ITT]]  pole zmiennosci nielosowej,
NN pole zmiennosci losowej wywolanej niejednorodnoscia nizszego rzedu, uzalezniona od
odstepu miedzy punktami pomiarowymi,
K] pole zmiennosci losowej wywolanej niejednorodnoscia efektywna, przejawiajaca sig w

skali pojedynczej probki.

Analiza postaci semiwariograméw empirycznych pozwala na przeprowadzenie
opisu jakosciowego prawidlowosci wystepujacych w  zréznicowaniu warto$ci
analizowanego parametru.

Aby mozliwe bylo przeprowadzenie opisu ilosciowego Kkonieczne jest
przyblizenie semiwariogramow empirycznych prostymi funkcjami matematycznymi.

Analiza semiwariogramow teoretycznych pozwala na okreslenie zasiegu
oddziatywania o i udziatu sktadnika losowego (U.) i nielosowego (Uy) dla dowolnej

odlegtosci h migdzy punktami pomiarow.



Z definicji semiwariogramu wynika, ze dla h = 0, wartos¢ semiwariancji powinna
wynosi¢ zero. W praktyce zdecydowana wigkszos¢ semiwariogramow przy h — 0,
osiaga pewna wartos¢ Co , ktdra charakteryzuje zmiennos¢ lokalng parametru. Na
wielkos¢ tej zmiennej wptywaja dwa czynniki: losowe wahania parametru w skali
mniejszej od odstepu miedzy punktami pomiarowymi i btedy losowe popetnione w
trakcie pomiaru.

Znajomos¢ geostatystycznego modelu zmiennosci umozliwia zastosowanie
interpolacji zwanej krigingiem (tworca D. Krige). W zaleznosci od charakterystyki
zmiennej zregionalizowanej istnieje mozliwos¢ wyboru roznych wariantow krigingu.

Zmienna zregionalizowana jest okreslana jako suma trzech czynnikéw [8]:

Z(x) = m(x) +&’(x) +&”’ (1.2)
gdzie:
m(x) — funkcja zdeterminowana,
€’ (x) — czynnik losowy, przestrzennie skorelowane odchytki od m(x),
e’ — bledy szczatkowe,

Pierwszym krokiem jest wyznaczenie wiasciwej funkcji m(x), od niej bowiem
zaleze¢ bedzie wybdr odpowiedniego wariantu krigingu.

W najprostszym przyktadzie, gdy spetnione sa warunki stacjonarnosci, m(x)
rowna sie wartosci $redniej wysokosci na badanej powierzchni. Wartos¢ w punkcie

interpolacji jest liczona jako $rednia wazona z grupy punktéw sasiadujacych:

n

Z(%) =D& -Z(x) (1.3)

i=1
a; — wspotczynniki wagowe,
Z(Xp)* - wartos¢ wysokosci w punkcie interpolowanym,
Z(xi) — wartos¢ wysokosci w punkcie pomiarowym.
Istota krigingu zawiera si¢ w sposobie okreslenia wspotczynnikow wagowych. Sa one
ustalane w oparciu o dwa postulaty:

1. Postulat nieobciazalnosci estymatora Z(Xo)*

E[Z(Xo) - Z(Xo)*] =0

2. Postulat optymalnosci — minimalizacji wariancji wyrazenia (Z(Xo) — Z(X0)*)



Var(Z(x,) —Z(x,)") = min
Spetnienie obu postulatdbw prowadzi do okreslenia wielkosci wspotczynnikow

wagowych metoda Lagrange’a z uktadu rownan:

Zaj (6 %) =y (%, %)+ A
=

Ya, =1
j=L

v(Xi, X;) — wartos¢ semiwariogramu dla odlegtosci migdzy punktami pomiarowymi x;,

(1.4)

Xj,

v(Xo, Xi) — wartos¢ semiwariogramu dla odlegtosci migdzy punktem interpolowanym
Xo I punktem pomiarowym X;,

A - mnoznik Lagrange’a,

aj— wspotczynniki wagowe.

W rzeczywistosci jednak warunek stacjonarnosci nie zawsze jest mozliwy do
spetnienia ze wzgledu na wystepujace tendencje w zmiennosci badanego parametru.
W przypadku wyraznie zaznaczajacego si¢ trendu mozliwe sa dwa sposoby
postepowania. Gdy wystepuje globalny trend powierzchniowy, oryginalne wartosci
wysokosci sa redukowane o wartos¢ trendu. Analiza semiwariogramow i interpolacja
sa wowczas przeprowadzane na danych pozbawionych trendu. Jezeli dane zawieraja
trendy lokalne, ktore nie sa state na catej badanej powierzchni, woéwczas zalecane jest
stosowanie krigingu uniwersalnego. W metodzie tej wartosci wspétczynnikow
wagowych sa uzaleznione od formy réwnania trendu, nie zaleza jednak od wielkosci

wspotczynnikdéw wielomianu opisujacego zmiennos$¢ badanego parametru [8].

3 Dokladnos¢ geostatystycznej metody interpolacji w przypadku
roznych form uksztaltowania powierzchni topograficznej

Na doktadno$¢ modelowania NMPT ma wptyw réwniez charakterystyka badanej
powierzchni. W niniejszym rozdziale zawarta jest analiza, dajaca odpowiedz na
pytanie jak interpolacja geostatystyczna przebiega w przypadku réznych form
uksztattowania terenu. Rozpatrywano stok o statym nachyleniu (teren 1), oraz teren
rowninny o niewielkich deniwelacjach (teren 2). Procedura badawcza moze zosta¢

podzielona na pie¢ etapow:



— przeprowadzenie analizy trendu,

— wyznaczeniu semiwariogramow empirycznych dla badanych powierzchni,
— dobor semiwariograméw teoretycznych,

— przeprowadzenie interpolacji metoda geostatystyczna,

— analiza doktadnosci interpolacji geostatystycznej.

3.1. Charakterystyka badanych powierzchni topograficznych

Teren 1 — obszar 302 x 387 m, obejmujacy stok o jednostajnym nachyleniu
I maksymalnej deniwelacji ok. 15m. Teren 2 — obszar o wymiarach 130 x 240 m,
wzglednie ptaski, o maksymalnym nachyleniu 1.5°. Warstwicowe przedstawienie

obydwu powierzchni nakreslone jest na Rysunku 2.

Rysunek 2 Rysunek warstwicowy terenu 1i 2

Badane obszary zostaty przedstawione za pomoca punktow pomiarowych
zarejestrowanych przy wykorzystaniu metody stereoskopowej w siatce regularnej o
odstepie 24 m [9]. Punkty te postuzyty do wygenerowania nowej dziesieciometrowej
siatki regularnej wykorzystujac interpolacje geostatystyczna.

3.2. Analiza trendu

Pierwszy etap badan miat na celu wyznaczenie trendu wystepujacego w
analizowanych powierzchniach. Posta¢ trendu warunkuje bowiem  wybor
odpowiedniego wariantu krigingu. Analiza trendu polegata na aproksymacji metoda

najmniejszych kwadratow zbioru punktow pomiarowych funkcja wielomianowa.



Jako miarg¢ stopnia dopasowania trendu uzyto wspotczynnik determinacji,
okreslajacy udzial zmiennosci wyjasnionej przez trend w globalnej zmiennosci

danych wejsciowych [10] [11]:
rr=1-—=% (3.1)

Sp2 — suma kwadratéw odchylen obserwowanych wartosci parametru od wartosci
wskazanych przez trend,
S2 - suma kwadratow odchylen obserwowanych wartosci parametru od wartosci
sredniej,
Istotnos¢ aproksymacji danych empirycznych zweryfikowano za pomoca testu F —
Snedecora na poziomie istotnosci oo = 0.01. Sprawdzian ten ma postac:
-8 S

m n-m-1

m — liczba wyrazéw wielomianu stopnia p bez wyrazu wolnego,

(3.2)

n — liczba danych w oparciu o ktére ustalono posta¢ wielomianu.
Przebadano takze istotno$¢ podwyzszenia stopnia wielomianu na dopasowanie trendu

do danych empirycznych:

2 @2 2
Sp _Sp+l ) Sp+l

F = :
m—k n—-m-1

A

(3.3
m,k — liczba wyrazow wielomianu odpowiednio stopnia p+1, p
Uzyskane wyniki zawarte sa w Tabeli 1.

Tabela 1: Analiza trendu przeprowadzona dla terenu 1 i 2 (znak + oznacza brak podstaw do

odrzucenia hipotezy o istotnosci trendu)

Wartosci testu dla
o ) wielomianu stopnia
Badany teren Kryteria istotnosci
2 3
r? 0.689 0.773
TEREN 1 F 87.3 + 69.1 +
Fa 114 + 0.32 -




TEREN 2

Dla terenu 1 analiza wynikow testdbw wskazuje, ze przyblizenie danych
empirycznych modelem teoretycznym jest statystycznie istotne poczawszy od
wielomianu drugiego stopnia. Jednakze jak pokazuja wyniki testu F, podwyzszenie
stopnia wielomianu wptyneto znaczaco na popraweg doktadnosci aproksymacji.
Ostatecznie wigc przyjeto wielomian szescienny jako funkcje trendu. W przypadku
terenu 2 nie wykryto znaczacych tendencji w badanej powierzchni topograficznej.
Zgodnie z teoria przyjeto wiec jako funkcje m(x) wartos¢ srednia wysokosci punktow
pomiarowych na badanej powierzchni.

Ze wzgledu na fakt, ze funkcje m(x) sa state na catosci badanych powierzchni,
dane wejsciowe zostaly zredukowane o wartos¢ trendu. Dalsza analiza
semiwariogramow i interpolacja byla przeprowadzona na danych pozbawionych

trendu.

3.3.  Wyznaczenie semiwariogramow empirycznych

Na podstawie obserwowanych wartosci wysokosci wyznaczono semiwariogramy
empiryczne w czterech kierunkach: 0°, 45°, 90°, 135° ( tolerancja £10°). Analiza
postaci semiwariograméw empirycznych pozwolita na wykrycie i charakterystyke
prawidtowosci wystepujacych w zréznicowaniu wartosci wysokosci terenu. Glownym
zadaniem byto wyznaczenie anizotropii czyli zmiennosci kKierunkowej [12]. W teorii
geostatystycznej wyrdznia sie dwa rodzaje anizotropii: geometryczna i zonalna [13].
W przypadku anizotropii geometrycznej wykresy semiwariancji dla poszczeg6lnych
kierunkow réznia sie tylko zasiegiem oddziatywania o, gdy wystepuje anizotropia
zonalna wraz ze zmiana kierunku zmienia si¢ zasieg oddziatywania o, jak réwniez
wartos¢ progowa C. Na Rysunku 3 przyktady wspomnianych typow anizotropii
zilustrowano za pomoca semiwariogramow wyznaczonych dla kierunku minimalnej i

maksymalnej zmiennosci.
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Rysunek 3 Semiwariogramy dla kierunku minimalnej i maksymalnej zmiennosci w warunkach
anizotropii geometrycznej i zonalnej

Po wstepnej analizie semiwariogramow empirycznych stwierdzono, ze w terenie 1
wystepuje anizotropia, a kat minimalnej zmiennosci wynosi ¢ = 90° + 10°.

W terenie 2 zmiennosci kierunkowej nie zaobserwowano.

3.4.  Dobor semiwariograméw teoretycznych

Aby mozliwe byto przeprowadzenie ilosciowej oceny zmiennosci wysokosci na
badanych powierzchniach, konieczne jest przyblizenie semiwariograméow
empirycznych prostymi  funkcjami analitycznymi, ktére traktuje si¢ jako
geostatystyczne modele zmiennosci. W geostatystyce wystepuje szereg modeli
semiwariogramow migdzy innymi : liniowy, sferyczny, logarytmiczny, Gaussa,
potegowy itp. [14]. Aproksymacje semiwariogramu empirycznego modelem
teoretycznym przeprowadzono z wykorzystaniem metody najmniejszych kwadratdw.
Dla terenu 1 najwlasciwszy okazat si¢ semiwariogram Rational Quadratic [15]
0 nastepujacej charakterystyce:

wartos¢ progowa C =12 m

zasieg oddziatywania ® =110 m

wspotczynnik anizotropii a = 2

kat minimalnej zmiennosci ¢ = 90° + 10°.

Semiwariogram empiryczny dla terenu 2 zostat przyblizony funkcja liniowa o
kacie nachylenia 0.025.Wykresy semiwariogramow empirycznych i aproksymujacych

je modeli teoretycznych przedstawiono na rysunku 4.
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Rysunek 4 Wykresy semiwariogramow teoretycznych aproksymujacych dane empiryczne
odpowiednio dla terenu 1i 2

3.5.  Przeprowadzenie interpolacji metoda geostatystyczna

Po wyznaczeniu modeli teoretycznych opisujacych zmiennos¢ wysokosci
badanych powierzchni mozna byto przeprowadzi¢ interpolacje geostatystyczna
metoda krigingu. Bazujac na punktach pomiarowych wyinterpolowano siatke
regularna o odstepie 10 m. Dla kazdego terenu wyznaczono niezalezna metoda
fotogrametryczna zbidr punktow kontrolnych o liczebnosci 150 punktéw. Poprzez
poréwnanie punktéw w wyinterpolowanej siatce regularnej z punktami kontrolnymi
okreslono zbior odchytek szczatkowych dla kazdego fragmentu powierzchni
topograficznej. Na ich podstawie przeprowadzono ocene doktadnosci wyznaczajac:
sredni btad kwadratowy (RMSE), s$wiadczacy o doktadnosci odzwierciedlenia
powierzchni topograficznej i wartoéé srednia btedow szczatkowych (x) [9].
Uzyskane wyniki poréwnano z doktadnosciami otrzymanymi dla terenu 1 i 2 przy
zastosowaniu interpolacji  biliniowej [9]. Koncowe rezultaty zostaty zawarte
w Tabeli 2.

Tabela 2 Poréwnanie dokladnosci interpolacji biliniowej i krigingu

Btad sredni kwadratowy (RMSE) [m] Wartos¢ srednia bteddw
szczatkowych (x) [m]

biliniowa kriging biliniowa kriging
TEREN 1 +0.294 +0.213 0.118 0.047
TEREN 2 +0.164 +0.158 0.016 0.014
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Podsumowujac uzyskane wyniki mozna stwierdzi¢, ze kriging jest efektywna
metoda interpolacji dla terendw, w ktérych wystepuje nielosowy charakter
zmiennosci. W przypadku terenu 1 uzyskano zdecydowanie lepsze rezultaty,
wykorzystujac metode Kkrigingu niz przy zastosowaniu interpolacji biliniowej. Dla
terenu 2, bedacego obszarem prawie ptaskim, otrzymano poréwnywalne wyniki

niezaleznie od wyboru metody interpolacyjne;.

3.6.  Wyznaczenie bledu interpolaciji
Kriging jest jedyna metoda interpolacyjna, w ktorej mozliwe jest przeprowadzenie
oceny doktadnosci interpolacji. Wariancja oceny parametru - o zwana wariancja

krigingu jest okreslona przez zaleznos¢[16]:

n

O-kzzZ;,aj'7(vaxo)+/1 (3.5)
=

Oznaczenia identyczne jak w réwnaniu (1.4).

Wariancja krigingu zostata wyznaczona dla terenu 1 dla wszystkich punktow
wyinterpolowanych. Bledy krigingu - o, obejmowaty zakres [0.00 - 0.64 m],
wzrastajac wraz z odlegtoscia punktu interpolowanego od punktéw pomiarowych.
Maksymalne wartosci btedow pojawity si¢ w obszarach gdzie z powodu utrudnionego
pomiaru stereoskopowego brakowato punktu pomiarowego w wezle siatki
wejsciowej. Sredni btad krigingu dla catego terenu 1 wyni6st 0.1m. Mozna wiec
powiedzie¢ z prawdopodobienstwem 95 %, ze Srednie btedy interpolacji nie
przekrocza wartosci 2-o, czyli 0.2 m. Doktadnos¢ ta znajduje odzwierciedlenie w
rezultatach uzyskanych poprzez poréwnanie wartosci wysokosci punktow

wyinterpolowanych z punktami kontrolnymi (podrozdziat 3.5).

4 Projektowanie siatki pomiarowej

Jednym z interesujacych wkladow metody geostatystycznej do generowania

modelu jest optymalizacja siatki pomiarowej. Oparta jest ona na analizie

oszacowanych btedoéw o/ .
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Wykorzystano zalezno$¢ okreslajaca ilos¢ punktéw pomiarowych na badanej

powierzchni:
F
gdzie:

F — powierzchnia rozpatrywanego obszaru,
h — odstep miedzy punktami pomiarowymi,

A takze, wzor okreslajacy liczebnos¢ proby w metodzie geostatystycznej [17]:

n= tz'gzz(h) (4.2)

gdzie:

t — parametr prawdopodobienstwa, z jakim dokonano oceny doktadnosci (zwykle
przyjmuje si¢ dla prawdopodobienstwa 95%, t = 2),

S — zadany stopien doktadnosci,

o’(h) — wariancja krigingu oszacowana dla catej powierzchni, jako funkcja
odstepu miedzy punktem pomiarowym i punktem wyinterpolowanym.

Bazujac na przedstawionych wzorach (4.1) i (4.2) okreslono optymalna gestosé
siatki pomiarowej dla terenu 1. Przyjmujac stopien doktadnosci S = 0.1 m uzyskano
odstep pomigdzy punktami pomiarowymi réwny 19 m. W sposob przejrzysty mozna

zalezno$¢ ta przedstawic¢ graficznie (Rys.5).
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200 1 ne b
h2
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t2. o2 (h)
h = 2
S

Rysunek 5 Graficzny sposéb wyznaczenia gestosci siatki pomiarowej
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5 WhnioskKi

Kriging jest zaawansowana metoda interpolacji, ktorej wiarygodnos¢ w duzej
mierze uwarunkowana jest forma semiwariogramu. Nie zawsze jest oczywiste czy
dane przyblizenie semiwariogramu jest faktycznie prawdziwym estymatorem
zmiennosci przestrzennej. Obecnos¢ obserwacji odstajacych w danych pomiarowych
moze zosta¢ niezauwazona we wstepnej analizie i wprowadza¢ duze zakiocenia w
procesie okreslania semiwariancji.

Niewatpliwa zaleta krigingu jest mozliwos¢ optymalnego oszacowania wag
interpolacji, jak réwniez okreslenia we wstepnej analizie semiwariogramow
wielkosci, ksztaltu 1 orientacji obszaru zaleznosci przestrzennych (wyznaczenie
zasiegu oddziatywania - o oraz kata i wspétczynnika anizotropii).

Dodatkowa korzyscia jest fakt, ze metoda pozwala na oszacowanie bteddw, co
nie jest mozliwe w innych rozwiazaniach interpolacyjnych.

Podsumowujac badania mozna stwierdzi¢, ze tak zaawansowana technika jak
kriging wymaga szczegétowej analizy danych wejsciowych. Brak kontroli nad
poszczeg6lnymi etapami analizy geostatystycznej moze doprowadzi¢ do uzyskania
fikcyjnych wynikdéw. Metoda ta jest efektywna w przypadku obszarow o wysokim
stopniu skorelowania wartosci wysokosci (terenl). W przypadku terenéw o duzej
losowosci zaleznosci przestrzennych uzyskane wyniki sa zblizone do wynikow

otrzymanych innymi metodami interpolacyjnymi.
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