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3. EKSPERYMENTALNE METODY WYZNACZANIA MODELI
MATEMATYCZNYCH

3.1. Sposob wyznaczania charakterystyki czasowej

Charakterystyke czasowa otrzymuje si¢ na wyjsciu obiektu, przez podanie na jego
wejscie w chwili # = 0 wymuszenia standardowego. Schemat blokowy uktadu pomiarowego
sktada sig¢ z generatora funkcji wymuszajacej, przetwornikow pomiarowych wielkosci wejsciowe;j
1 wyjsciowej oraz rejestratora Y - f lub oscyloskopu (rys 3.1) [13].

Generator funkcji x¥H Badany V¥ _
Wymuszajacej - obiekt >
Y \
Przetwornik Przetwornik
sygnatow sygnatow
wejsciowych wyjsciowych
x(f) (1)
Rejestrator X-t
lub
oscyloskop
Rys. 3.1

3.2. Okreslanie wlasciwosci dynamicznych obiektow na podstawie

charakterystyk czasowych
a) Obiekt zerowego rzedu

Obicekt zerowego rzedu (bezinercyjny, proporcjonalny) jest to obiekt idealny
(nieznieksztalcajacy). Rownanie takiego obiektu i jego transmitancja maja postac:

(1)=kele)

G(s) =k

gdzie k =% -wspotczynnik wzmocnienia statycznego dla ogdlnej postaci modelu obiektu:

a,

a, " O+ a0+ a, (0 + a0+ ay () = byx(0)

Charakterystyki dynamiczne obiektu zerowego rzedu przedstawia rysunek 3.2.

G(5)=0.5
O 1010

1 y0=k410=0,510-1(0)

\ A

Rys. 3.2
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3. Eksperymentalne metody wyznaczania modeli matematycznych

b) Obiekt pierwszego rz¢du
Obiektem pierwszego rzedu (inercjalnym) nazywamy obiekt zawierajacy jeden element
konserwatywny (jeden pierwiastek rzeczywisty ujemny w rownaniu charakterystycznym, jeden
biegun transmitancji). Réwnanie obiektu oraz jego transmitancja maja postac:

Ty +y=kx
ok
G(S)_1+Ts

gdzie T = l [s] - stala czasowa.
a,
Charakterystyke skokowa oraz wyznaczenie stalej czasowej T obiektu pierwszego rzedu
przedstawiono na rysunku 3.3.

A0
1+7s 143,55
6 /
il // /
T/ x(t=2-1()
2
/ | | | ] | 1 | | | 1 1 1

Rys. 3.3
Biegun s, transmitancji tego obiektu wyliczamy z rdwnania:
1 1
1+7s, =0 > s, =——=——=-03
’ T 35

Charakterystyka (odpowiedz) skokowa na wymuszenie skokowe x(f) = 4* 1(¢) jest krzywa
wykladnicza. Jest to rozwiazanie rownania rozniczkowego. Charakterystyka ta dazy do stanu
ustalonego o wartosci k * A4, a stala czasowa T okres$la zdolno$¢ przenoszenia sygnatow
szybkozmiennych. Im stata ta jest mniejsza, tym obiekt jest szybszy, doktadniejszy, bardziej
zblizony do idealnego [6, 7, 13].

Charakterystyke impulsowa obiektu, oraz wyznaczenie transmitancji w oparciu o nia
przedstawiono na rysunku 3.4 , gdzie czas trwania impulsu jednostkowego a < 0,17.

! $10)

\

Rys. 3.4

31



3. Eksperymentalne metody wyznaczania modeli matematycznych

c) obiekt drugiego rzedu
Obiekt drugiego rzedu jest to obiekt, ktory posiada elementy konserwatywne, magazynujace
energie kinetyczna i energi¢ potencjalng oraz elementy dyssypacyjne, powodujace straty energii.
Nalezy tu nadmieni¢, ze moze on posiada¢ tylko jeden rodzaj energii (co najmniej dwa
elementy).
Obiekt drugiego rzedu opisuje nastepujace rownanie rozniczkowe:
a,y+tayta,y=byx
Wprowadzajac nastgpujace parametry:
b o e )
=—2 . stosunek sygnalu wyjsciowego do sygnalu wejsciowego w stanie
ay
ustalonym,

w, = /a—o pulsacja drgan swobodnych niettumionych, pulsacja naturalna,
a,

q= I %Ea)o =4 E - thumienie wzgledne (bezwymiarowe),
2\ aya, a,
otrzymuje si¢ nastepujace rownanie:
428w, +wyy = wikx
Transmitancja ma postac:
2
Gls)=— 2 9

57 +28w,s + W}

: 1 .
a oznaczajac T =—, otrzymujemy:
wO

k
Gls)= **
() T2s2+2ETs+1( )

Posta¢ transmitancji (*) 1 (**) jest uzywana kiedy O < ¢ <1 (dla pary pierwiastkow
zespolonych w rownaniu charakterystycznym, czyli dla obiektow oscylacyjnych).

W odpowiedzi oscylacyjnej ttumionej wystepuja drgania o thumieniu wyktadniczym
exp(— fa)ot) i pulsacji tlumionej w; (praktycznie dla ¢ > 0,7 oscylacje sa prawie
niezauwazalne):

W, =Wyy1-&° lub T, =T\1-&* (*)

Tlumienie charakteryzuje przebieg przejsciowy, a predkos¢ odpowiedzi obiektu zalezy
przede wszystkim od wartosci wy.

Rozpatrujac graniczny przypadek dla & =1, transmitancja (**) przyjmuje postac:

k
Gls)=7——
(s) (1)

Dlatego parametr 7 jest stala czasowa dla przypadkow odpowiedzi czasowej
aperiodycznej. Réwnanie charakterystyczne posiada tylko pierwiastki rzeczywiste, a wigc
odpowiedz skokowa nie moze mie¢ oscylacji. Charakterystyki skokowe obiektu drugiego
rz¢du dla réznych thumien przedstawiono na rysunku 3.5.
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3. Eksperymentalne metody wyznaczania modeli matematycznych

1,5

¥o) 1

0,5

d) Obiekt nicoscylacyjny

Rozpatrujac przypadek £>1 na wstepie nalezy ocenic, czy jest to obiekt pierwszego rzedu
(prowadzimy styczna do charakterystyki skokowej przechodzaca przez poczatek ukladu
wspotrzednych), czy tez wyzszego rzedu (wystgpuje przegigcie). W tym drugim przypadku na
charakterystyce skokowej prowadzi si¢ styczna przez punkt przegigcia. Na osi czasu otrzymuje
si¢ punkt przecigcia si¢ stycznej z osia czasu oraz punkt przecigcia si¢ stycznej z asymptota na
wysokosci wartosci ustalonej odpowiedzi.

Uproszczony 1 mato doktadny sposob okreslenia transmitancji obiektu nieoscylacyjnego, dla
ktorego & >1, polega na przyjeciu, ze obiekt jest tylko drugiego rzedu lub pierwszego
z opOznieniem (rys. 3.6).

Transmitancja ma postac:
_ k
Gls)= (+7s)+T,s)

lub, przyjmujac stata czasowa T, jako opdznienie
k
Gls)= e
=)
Ogolna 1 doktadna metode dla obiektoéw nieoscylacyjnych n-tego rzedu zaproponowat Strejc
[5]. Aproksymuje on charakterystyke skokowa przy pomocy modelu sktadajacego si¢
z n cztondw inercjalnych o jednakowych statych czasowych i cztonu opdzniajacego e ™™

' eL0)] To.1/09
1 L
0,9 /
1-rzad n-ty rzad
A x(H=A-10)
0,1 t
- Tm Lo | TZ Ll
Rys. 3.6
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3. Eksperymentalne metody wyznaczania modeli matematycznych

Postgpowanie jest nastgpujace:
* Na cksperymentalnie wyznaczonej charakterystyce skokowej nanosi si¢ styczna
przechodzaca przez punkt przegigcia A, nast¢pnie wyznaczamy wartosci ¢, T, 1 T,

oraz wyliczamy stosunek % E z odpowiedzi skokowej obiektu (rys. 3.7).
z Xp

T /
A y(t) m tz/
(D)= 10) " T, T

0,000 0
0,104 1
0,218 2
0319 3
0,410 4
0,493 5
6
7
8
9

0,570
0,642
0,709
0,773

OO0 ||| || ]—

—_
(=]

‘Tmo'zi'Tzzi'é" " 10 12
Rys. 3.7

» Z tablicy okreslamy rzad n modelu na podstawie wyliczonego stosunku. Jezeli
wartos$¢ %E znajduje si¢ migdzy dwiema wartosciami w tablicy, nalezy przyjac
z Xp

mniejszy rzad obiektu a T, zmniejszy¢ o taka warto$¢ z, aby nowy stosunek
odpowiadat doktadnie modelowi n-tego rzedu. W literaturze [5] mozna znalez¢ wigcej
parametrow okreslanych z charakterystyki co zwigksza doktadnos¢ metody.
o Stala czasowa obiektu otrzymujemy z trzeciej kolumny tabelki, po podstawieniu
wartosci ¢; dla wezesniej okreslonego rzedu obiektu.
Ostatecznie otrzymujemy nastgpujacy model
Gs)=—F
(1+7s)
Dla przyktadu z rysunku 3.7. mamy:
k=18 dla x(H)=1

T.=2; T.=6; t=195; %E = 0,333
z Xp

Z tabeli otrzymujemy %E =0,319 czyli rzad obiektu jest 4 oraz %’ =3, stad:

z Xp
0

T= %ﬁ% - %Eﬂ 00T = 0,084 [s]
z Xp Tz ba

:%":1,7 5]

Model ma nastgpujaca postac:
18 -0,084
Gls)=7———L "
) (1+1,75)*
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3. Eksperymentalne metody wyznaczania modeli matematycznych

Praktycznie sprowadza si¢ to do tego, ze sygnat wyjsciowy do chwili i jest zerowy, a dopiero

T . . .
od tego momentu stosunek —- doktadnie odpowiada modelowi n-tego rzedu.

z

e) Obiekt oscylacyjny
Na podstawie charakterystyki skokowej okreslamy:
» stosunek przeregulowania Ay, do wartosci ustalonej y., 1 wyznaczamy tlumienie

A
wzgledne ¢ z wykresu dla obliczonego stosunku 2 1ub 2 zaleznose:

Voo

Ay, =100 @:po— S H[%]

d V1-¢ 3

. . .. 2
e okres drgan tlumionych 7), a z zaleznosci (***) podstawiajac @, ZTH
1
wyznaczamy pulsacje drgan niethumionych:
2

Ty1-¢&
Ostatecznie otrzymuje si¢ nast¢pujacy model obiektu:

w, =

w;k
Gs)= o
s°+26w,s + w,

f) Wskazniki liczbowe

Nie zawsze podaje si¢ pelna charakterystyke dynamiczna. Czgsto opisuje si¢ wiasciwosci
dynamiczne obiektow za pomoca wskaznikow liczbowych, ktore charakteryzuja pewne ich
cechy 1 umozliwiaja ich poréwnanie. Przy omawianiu charakterystyk wystapily takie wskazniki
jak:
— stalaczasowa T,
— stala czasowa zastgpcza T,
— czas opdznienia (zwloki) 7,
— czas opOznienia zast¢pczy T,
— przeregulowanie Ay,

100F "y,

o L

Vo - v{ o 60
2 40
S

tO,S tr 20

\

Rys. 3.8
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3. Eksperymentalne metody wyznaczania modeli matematycznych

Ponadto stosuje sig:

— czas regulacji ¢,; jest to czas, po uplywie ktorego wielkos¢ wyjsciowa nie odchyla si¢
od warto$ci ustalonej wigcej niz o (2+5)% (rys.3.8.). Dla obiektow pierwszego rzgdu
czas ten wynosi okoto 3 T (rys. 3.3). W przyblizeniu czas ten rozgranicza nam
odpowiedz na tzw. stan przejSciowy do chwili ¢ oraz stan ustalony po chwili #,.
Charakterystyka skokowa jest graficznym rozwiazaniem réwnania rdézniczkowego
opisujacego obiekt. W przyblizeniu do chwili # wystepuje sktadowa swobodna i wymuszona,
natomiast po chwili #. pozostaje tylko sktadowa wymuszona rozwiazania.

— czas potowkowy 1y s, po uplywie ktorego odpowiedz skokowa osiaga potowg swej wartosci
ustalonej,

— czas narastania odpowiedzi £y /09, czyli czas narastania odpowiedzi od 10% do 90% wartosci
ustalonej ..

3.3. Sposob wyznaczania charakterystyki czestotliwosciowej

Charakterystyke czestotliwo$ciowa otrzymujemy wprowadzajac na wejscie obiektu sygnat
harmoniczny (sinusoidalny) o stalej amplitudzie, w kolejnych przedziatach czasowych o réznej
pulsacji (czestosci). Podstawowym przyrzadem jest generator przebiegéw sinusoidalnych, np.:
generator elektryczny, pneumatyczny, elektryczny z wejSciem pneumatycznym i inne.
W praktyce do pomiaru obiektow wielkosci mechanicznych potrzebny jest zakres czgstotliwosci
bardzo niski od okoto 0,01 Hz do kilkudziesigciu Hz. Schemat ukfadu pomiarowego jest
identyczny jak w pierwszym rozdziale (rys. 3.1.).

Generator funkcji wymuszajacej ma mozliwos¢ ustawiania wybranej pulsacji. Po ustawieniu
wybrane] pulsacji w; nalezy odczeka¢, az stan przejSciowy praktycznie zniknie. Odpowiedz
obiektu na wymuszenie sinusoidalne x(¢)=X,, sinwt jest (po zaniku stanu przej$ciowego) sinusoida
o tej samej czgstotliwosci, ale innej amplitudzie Y,, 1 przesunigta w fazie o ¢p(w) wzgledem
sinusoidy wejsciowej

()= x,[G(j)sinfor - ¢ ()]

gdzie G(jw) — transmitancjia widmowa, ktora otrzymuje si¢ przez podstawienie do
transmitancji operatorowej jo w miejsce s

G(jw)=G(s)

Transmitancja widmowa ma wezszy sens fizyczny niz transmitancja operatorowa, gdyz
opisyje tylko odpowiedz wymuszona, stan ustalony (identycznie jak rachunek symboliczny
w elektrotechnice). Transmitancja widmowa jest funkcja zespolona, wigc:

G(jw)= Plw)+ jo(w)=|G(jw)e ™

gdzie: P(w) — czg$¢ rzeczywista transmitancji widmowej,

O(w) - czg$¢ urojona transmitancji widmowe;j,
G(jw) = JP*(w)+ 0 (@) - modut transmitancji widmowej,

0(w)

() (a)) = arctg m - argument transmitancji widmowe;.

S=jw

Praktycznie modut transmitancji widmowej |G(/ O‘)X jest réwny stosunkowi amplitud sygnaty

wyjsciowego 1 wejsciowego.

w)=Jn
(i) = 2=
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3. Eksperymentalne metody wyznaczania modeli matematycznych

3.4. Okreslanie wlasciwosci dynamicznych obiektow na podstawie
charakterystyk czg¢stotliwosciowych

Na podstawie wyznaczonych charakterystyk czestotliwosciowych amplitudowe;j
1 fazowej mozna jedynie stwierdzi¢, ze obiekt jest nieoscylacyjny, badz tez oscylacyjny z
okreslona pulsacja rezonansowa. Celem okreslenia wtasciwosci dynamicznych niezbedne
jest przerysowanie wyznaczonych charakterystyk w skali logarytmiczne;.
O$ rzednych okresla si¢ w decybelach [dB], ktore sa miara stosunku amplitud
(ttumienia, wzmocnienia) w/g zaleznosci:
L|G(jw)[dB] = 2010g|G(jw)
dla w=0 [dB]=20logk
np.: -20 [dB] to wzmocnienie 0,1

-3 [dB] to wzmocnienie %/5 =0,71

1 [dB] to wzmocnienie 1,12
40 [dB] to wzmocnienie 100
100 [dB] to wzmocnienie 10°
OS$ odcigtych jest w skali logarytmicznej. Opisuje si¢ ja w pulsacji w lub log w. Kazda
zmiana logarytmu pulsacji o jeden nosi nazwe¢ dekady (dziesigciokrotna zmiana pulsacji).
Na jedna dekade logarytmiczna charakterystyka amplitudowa moze opadaé¢ (,,-” dla
cztonow catkujacych 1/ s" 7 1/1+Ts) lub wzrasta¢ (,,+” dla cztonéw rézniczkujacych s”,
1+Ts) o n*20 dB/dek
Logarytmiczne charakterystyki dla pulsacji dazacych do nieskonczonosci przyjmuja wartosci:
a) amplitudowa

lim LG(jw) =—(n - m)20 dB/dek

gdzie: m — stopien licznika transmitancji;
n — stopien mianownika transmitancji,
b) fazowa

lim §()=~(n = m) ]

L[dB]“ dla cztonow dla cztonow
catkujacych rézniczkujacych
60
dB dB
00 ek 60 ek
40
dB dB
40 ek 0 dek
20
dB dB
20 ek 20 ek
0 : »>
-2 -1 0 1 log @

Rys. 3.9 Warto$ci nachylen w ramach jednej dekady

a) Obiekt zerowego rzg¢du
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3. Eksperymentalne metody wyznaczania modeli matematycznych

Jest to obiekt idealny, bezinercyjny. Charakterystyka logarytmiczna ma postac jak na
rysunku 3.10.
G(jow)=k
IG(jw) =k
20 log k

7

Rys. 3.10
b) Obiekt pierwszego rzedu

Obiekt pierwszego rzedu (inercyjny) ma nastgpujaca transmitancje widmowa:

.k
G(/a))—1+ij

stad:

)=k
G6(jw) )

[0 (w)= arg GOw) =—arctgwl

Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa jest okreslona rownaniem:

k
L|G(jw) =20log—————=20logk —20log1+ (@I
Vi+(ry

Charakterystyke t¢ mozna aproksymowac¢ dwiema polprostymi o réwnaniach:
L|G(jw) =20logk gdy T <<l
L|G(jw) =20logk —=20logl'  gdy I >>1

Stad otrzymamy charakterystyke amplitudowa, przedstawiona na rysunku 3.11.

Z wykresu wida¢, ze obiekt wiernie przenosi tylko te sygnaly wejsciowe, dla ktorych
spelniony jest warunek w7 <<I, czyli dla pulsacji v << w,= 1/T, gdzie w, nosi nazwg
pulsacji zatamania. Maksymalna roznica pomig¢dzy charakterystyka eksperymentalna
a ztozong z dwdch potprostych wynosi okoto 3 dB.

Metoda okre$lania transmitancji obiektu jest nastgpujaca. Po wyznaczeniu
charakterystyki amplitudowej 1 fazowej, wykre§lamy je w skali logarytmicznej i jezeli
charakterystyka amplitudowa nie ma warto$ci wigkszych niz 20 log k oraz asymptota dla
o — o opada 20 dB/dek, to jest to obiekt pierwszego rzedu. Punkt przecigcia asymptoty
dla @w — o oraz prostej dla wartosci 20 log k okresla pulsacje zalamania w,, a stad
wyznacza si¢ stata czasowa

1 o
T = — oraz transmitancj¢
w

z

_k
G(S)_1+Ts.
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[dB]A L|G(jw)|
40
20
! 0
0,1 1
2 9(o)
. 0
_
4 o(w)= - arc tg T
_n
2 1

Rys. 3.11

¢) Obiekt drugiego rz¢du nieoscylacyjny

Praktycznie, gdy ttumienie jest wigksze od okoto 0,707, charakterystyka logarytmiczna
nie ma wigkszych wartosci amplitudy niz 20 log k. Jest to wigc obiekt nieoscylacyjny. Po
wyznaczeniu  charakterystyk  czgstotliwosciowych 1 narysowaniu ich  w skali
logarytmicznej okreslamy nachylenie asymptoty dla @ — . Okre§lamy rzad » obiektu,
przyjmujac, ze w liczniku wystgpuje tylko wspoOlczynnik wzmocnienia. Nastgpnie
rysujemy styczne do wykresu o odpowiednio mniejszych nachyleniach, bedacych
wielokrotno$ciami nachylenia 20 dB/dek, co odpowiada jednemu pierwiastkowi, jednej
stalej czasowej. Punkty przecigcia si¢ kolejnych stycznych oraz stycznej o nachyleniu 20
dB/dek z prosta dla wartosci 20 log &, okreslaja poszczegolne pulsacje zatamania. Ich
odwrotno$ci pozwalaja okresli¢ transmitancje typu

T 7)

Dla przykladu, na rysunku 3.12 przedstawiono charakterystyke logarytmiczna.
Transmitancja ma postac:

_ k
S P S
A LGGo)| |
. 20 log k

40
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k
Gljw)=
V)= (5 e e jar,) B
dzie:
-1
1 )
1
T =—
2 (4)2

Rys. 3.12

d) Obiekt drugiego rzgdu oscylacyjny

Parametry obiektu oscylacyjnego drugiego rzedu mozna okreslic bezposrednio
z charakterystyki amplitudowej, ale doktadniej oraz z mozliwos$cia ocenienia rz¢du obiektu
z charakterystyki logarytmicznej (rys 3.13). Najwicksza warto$§¢ charakterystyki
amplitudowej w stosunku do jej wartos$ci w zerze wynoszacej G(0) =20 log k, nosi nazwe
amplitudy rezonansowego M,.

1

M, =
28,1- &2
=1-&*

Z powyzszych zaleznoséci wyznacza si¢ thumienie &, oraz pulsacj¢ naturalna w, (mozna
ja rowniez wyznaczy¢ bezposrednio z charakterystyki logarytmicznej).
W ten sposob otrzymuje si¢ transmitancjg:

2
wyk

G(s) =— . 0 .

s éw,s + w,

e) wskazniki liczbowe

Najczgsciej stosowanymi wskaznikami sa:
- pulsacja zatamania w_ = 1/T,
- pulsacja rezonansowa w;,
- szczyt rezonansowy M,,

- pulsacj¢ graniczna trzydecybelowa. Jest to warto$¢ pulsacji, przy ktérej modut
transmitancji zmniejsza si¢ o wartos¢ 3 dB, czemu odpowiada zmniejszenie

wzmocnienia do . 0,707, tzn. o okoto 30% (rys.3.13).

V2
w. =w,(3dB) = w, (30%) = w, EENG
V2 O
Stosowane sa rozne inne definicje pulsacji granicznej, np.:
- Wy (6dB) — zmniejszenie modutu transmitancji o 6 dB,
- w4 (10%) — zmniejszenie amplitudy o 10%,
- 0g(30%) lub wg4 (45°) — przesunigeie fazowe osiaga po raz pierwszy -30° lub -45°.

A IG(jow))|

|G(wp)|
40

1G(0)] \



3. Eksperymentalne metody wyznaczania modeli matematycznych

Rys. 3.13

Przedstawione metody wyznaczania modeli matematycznych obiektow dotycza
obiektéw jednowymiarowych tzn. z jednym wejsciem i jednym wyjSciem. Jest to tzw.
identyfikacja obiektow jednowymiarowych przy uzyciu eksperymentu czynnego
tzn. przy uzyciu standardowych sygnaléw wymuszajacych: skoku jednostkowego, impulsu
jednostkowego lub wymuszenia sinusoidalnego.
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