6. Rownania stanu

6. ROWNANIA STANU
Wigkszo$¢ obiektow mozna zapisaé przy uzyciu rOwnan stanu:
(1) = Ax(t) + Bulr)
y(t)= Cx(t) + Dulr) dla ukladéow stacjonarnych, natomiast dla uktadow
niestacjonarnych macierze sa zalezne od czasu A(¢), C(¢), B(t), D(t)
Na podstawie tych rownan wyznaczamy schemat blokowy liniowy uktadu
wielowymiarowego (rys. 6.1a) gdzie:
x(f) — wektor zmiennych zaleznych, wektor stanu o wymiarach nx1 1 sktadowych
x ()5, ()i, ()
u(t) — wektor wymuszen wejsciowych, wektor sterowania o wymiarach px1 o sktadowych
u, (t),u2 (t), s, (t)
v(f) — wektor wielkosci wyjsciowych, wektor odpowiedzi o wymiarach gx1 o sktadowych

Y1 (t)J’z(t)’-“:yq(t)

A(t) — macierz uktadu (stanu), reprezentuje dynamike systemu o wymiarach nxn

B(t) — macierz sterowania oddzialywanie sterowania na system o wymiarach nxp

C(t) — macierz wyjscia (odpowiedzi), pokazuje w jaki sposob sa transformowane zmienne
stanu na zmienne wyj$ciowe o wymiarach gxn

D(t) — macierz transmisyjna uktadu o wymiarach gxp

D(r)

\

u(t) B()) x'(t [ x(0), () ®l 40)

A®D)

Rys. 6.1a

Czesto wspotrzedne stanu wybierane sa w ten
sposéb, aby: B

Trajektoria stanu

X, =X, .
»
dx,
Xy, = 15
dt
o= dx, .
3= — A2
dt
xn :xn—l

Rys. 6.1b

Tak wybrane wspotrzedne nazywamy fazowymi a n — wymiarowa przestrzen, przestrzenia
fazowa. Gdy n = 2 wtedy mamy ptaszczyzng fazowa.

Wiasciwy wybor zmiennych stanu ma w sobie pewna dowolnos$¢. Dla danego
uktady dynamicznego istnieje wiele wektorow wspotrzednych, ktore moga by¢ wektorami
stanu. Miedzy tymi wektorami istnieja przeksztatcenia liniowe typu X" =Tx+c, T —
macierz nieosobliwa, wektor wspotczynnikéw. Przeksztalceniu liniowemu stanu
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6. Rownania stanu

odpowiada przesunigcie i obrot uktadu wspotrzednych przestrzeni stanu. Trajektoria stanu

nie ulega znieksztalceniu.

W przypadku gdy macierz 4 ma posta¢ kanoniczna, macierze B i C reprezentuja zera
transmitancji systemu. Macierz D w rzeczywistych uktadach jest rowna 0, gdyz
w — o, y =0.Nie jest rowne zeru gdy transmitancja systemu ma tyle zer ile biegunow

czyli gdy 11{2 G(s) # 0. Dla wykrycia istotnych wtasciwosci oraz wyznaczenia odpowiedzi

wygodnie jest mie¢ macierz 4 o postaci kanonicznej tzn. zawierajacej wylacznie wartosci

wlasne lub przyjmujacej posta¢ macierzy Jordana.

Przyktad 6.1

Wyznaczy¢ rdwnanie stanu i rdwnanie wyjs¢ dla uktadu przedstawionego na rysunku 6.2.

u(t)

D —

0] 25(1)

}_

L

r

k — wspotczynnik sprezystosci

k

rn

Rys. 6.2

r1, r, — ttumienie wiskotyczne (kulombowskie)

m — masa
u — sita zewnetrzna

Jako zmienne stanu przyja¢ predkos¢ masy z(¢f) oraz wzgledne wydluzenie spre¢zyny,

wyjscie — site bezwzgledna

"

=

Onz, + 1z, +k(z1 —zz)=u

%222 +k(Zz _Zl)=0

x, =z, - predko$¢ masy

Xy = z1 — z — wzgledne wydtuzenie
y=mz,

X, =2y I, =X "I,

Nz, =k(Z1 _Zz)

k
Xy =X —— X,
8
. 7 u
Xp=——X T —X, T —
m m m

57



6. Rownania stanu

k
Xy =X T —X
r
74 -£H o
0 9,  ,UxO
0 =0 w00 O e
>0 01 -=080 HH
B 0
yv=mzZ, =-nx, —kx, tu
[k, O
v=l-n -HQ'gru
%)
Przyktad 6.2
Wyznaczy¢ rownanie stanu i rownanie wyj$¢ dla uktadu opisanego ponizszym rownaniem
V+59+8y+2y =10u Sa trzy zmienne stanu, bo rownanie trzeciego rzedu
y=x
zatozenia: y = x,
Y =x,
[, = x,
0. _
X, =X

B>'c3 =—5x; —8x, —2x, +10u

0k, =0x, +x, +0x; +0u
%cz=0x1+0x2+x3+0u

He, = —2x, —8x, —5x, +10u

x,0 00 1 00O 0O
oo 0 I mhord
B:H B2 -8 -5H¥:H BOH

y =x; +0x, +0x; +Ou

Uoqo Xy [ X3 X [ X2 X[ oy

Rys. 6.4
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6. Rownania stanu

Przyktad 6.3

Wyznaczy¢ rownanie stanu i rownanie wyj$¢ dla uktadu przedstawionego na rysunku 6.5.

Omy, + ky, +k(y1 _yz):O
ny, +ky, +k(y2 _yl):o

. Vo = X5
zatozenia:~ )
Y1 =% Vo =Xy

D
I
Re

2k k
X t—X
m m

S5}

X

w

4

2k k

=T Xyt
m

Ox, +x, +0x; +0x,
2

——kx, +0x, +£)c3 +0x,
m

Ox, +0x, +0x; +x,

N

8]

38}

=—-—x, +0x, —%x3 +0x,
m

N

OO0 R DD 0L
1

%y 0 oo
of1'0 0o

.o,
1 O
0

0o
.0 ®0

—_

(%)

ristulxlal=
I:II:II:IIIIZII:II:I

o~

1
0
0
0

I I
I o5 o
3R

S
-
E18

o O
—_ O
o O
110]
O
[

Rys. 6.5
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6. Rownania stanu

*
m
6

.6

Rys.

Przyktad 6.4.

Wyznaczy¢ rownanie stanu i rownanie wyj$¢ dla obiektu opisanego ponizszym
roOwnaniem.

¥+x+t’x+x’ =2u

.z, =x
zalozenia: ]
z, =X
[k, =z,
0, - _ 2 .2
[, =~z —t'z,—z, +2u
z,0 O 0 1[T%, D+m)5l
O 04 g
2.0 o1-¢-() ot.H Bf
[z, 0
x=[t olg'g
(%2

Rys. 6.7
Zwiazek migdzy transmitancja macierzowa a rownaniami stanu:
sX(s)=4x(s)+BU(s) - X(s)=(s7 - 4)" BU(s) przy zatozeniu, ze (s — 4)™" #0
¥(s)+ Cx(s)+ DU(s) ~ ¥(s)=|c(st - 4)"' B+ D s)
stad: G(s)=C(s/ —4)"'B+D

np.:

+1 0 0 00 a og
] O] O]
4=00 00 07 B:% 05
o o o oQO o 10
EO 0 1 —IE %) 1%
O 0 1 0O 0 0O
C= M D= B
B 1 0 1H H o

01 1 O

g

66)=0t {1 D

]— O]

g s s(s+1)@
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6. Rownania stanu

Przyktad 6.5
Wyznaczy¢ rownania stanu obiektu jak na rysunku 6.8.

Rysunek 6.8

g”ﬁj}l + By, +ky, +k2(y1 _J’2): 0
n,y, + B,y, +k2(Vz _J’1)+k3y2 =u
Omx, + B\x, + kx, +k2(x| —x3):0
on,x, + Byx, +k, (x3 _x1)+ kyxy =u

. B k k
Exz __1x2__|x1__2(x1_x3)
5 1 m m
%4__32 x4_k_2(x3_x1)_k_3x3+L
m, m, m, m,
U +
ox, = _ﬂxz Lty E‘l £x3
| m m, m
= B +k k
.
A A 3+_2 1+L
Bx m, m, m, m,
0o, 0 1 0 0
7 Qltk) Bk ONE
|j.2|:|:|:| m, m m, 2D+
&,0 O 0 0 0 1 0
0’0 g k o _lotk) _BA’D
.0 g m m, m, 4+

Iﬁl:ll:ll:ll:ll:l
—_-o O O
OOOoOQgOoOnd

'

[\
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6. Rownania stanu

1 *3
—

s+4

Przyktad 6.6
Wyznaczy¢ rownania stanu dla obiektu ze sprz¢zeniem dodatnim jak na rysunku 6.9.
u s+2 | 2 R
—> ] >
s+1 + s+3
s
Rysunek 6.9.
X _s+2
u s+l
x5 _ 1
x, s+4
x, _ 1

X, — 85X, 543
xl(s+1)=u(s+2)
X, +x, =u+2u
X =y tu
Y=y tu
x3(S+4)=X2

X; +4x; =x,

X3 =3
vy =—4y; tx,
xz(S+3):(X1 _sz)

3
sz +3x2 =X —Xz U )'cz +)'c2 =X —3x2 ] )'Cz :ﬁ—%
Xy =)
X, =V,

. 3 1
Yo = _Eyz +(y1 +“)5

Roéwnania stanu:

y=Ay+ Bu
03 0 o00pp 00
oo a %ylg 0o
00, T Oujzg”f%w
-8 B

Roéwnania wyjsc¢:

x=Cy+Du
OO O 0 O0y,0 OO
0_ (], 0O, O
F® | 0mgr g
58 B o 180 BE
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6. Rownania stanu

Przyktad 6.7
Wyznaczy¢ rownania stanu dla ponizszego uktadu.

- s+3 - s(s+1)
L
s

Rysunek 6.10

v

x,  _ 10

U—x, s+3 7‘51:)"1 v Ty s X3 =
x,(s +3)210(u—x2) bt
x; +3x, =10u —10x,
v, =-3y, +10u—-10x, = -3y, +10u —10y,
x, _ 2

X T X3 S(S+1) x,=x,s 0 x,=x, 0 %=y, O y,=y,
xzs(s +1): 2(x1 —x3)

X, +x, =2x, —2x; U X, +x, =2x, —2x, U X, +3x, =2x, I X, +3x, =2y,
Po podstawieniach %, = y, oraz X, = y,

ys+3y; =2y, 0 y; =2y, =3y, U y;, =2y, =3y,

Roéwnania stanu:

v =Ay+ Bu

0 33 -10 0 [Ip,0 000
00

%’2D_DO 0 I%ng*go%’
5.8 B2 0 -3, BH

Réwnanie wyjscé:

9]

x=Cy+Du

xO O O0my,0O

&0 0 1HH

6.1. Zalety ogolne przedstawiania dynamiki systemu przy pomocy
rownan stanu

. Wilasnosci systemu opisywane sa przy pomocy macierzy o elementach rzeczywistych,

co pozwala na programowanie na komputerach analogowych icyfrowych celem
uzyskania rozwiazania.

Réwnanie stanu opisuje obiekt poprawnie gdy opis przy pomocy transmitancji jest
niemozliwy, niewystarczajacy lub falszywy.

Opis przy pomocy rownan stanu pozwala na tatwe oddzielenie wtasnosci statycznych i
dynamicznych.

Latwe przejscie do analizy systemdOw niestacjonarnych.

Opis obejmuje réwniez systemy nieliniowe co przy pomocy transmitancji bylo
niemozliwe.

Prosta forma roéwnan stanu umozliwiajaca analiz¢ modeli, nawet bardzo
skomplikowanych systemow przy pomocy prostych regut rachunku macierzowego.
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6. Rownania stanu

6.2. Wybor zmiennych stanu dla ukladu o znanej transmitancji

_Y(s) _b,s" +b, " +...+bs +b,
Gls)=—5= :
U(s) s"+a, s"" +...+as+a,
co jest jednoznaczne z rOwnaniem:
y'+a, y' +...+a,y" +ay+a,y=bu" +b, _u"" +...+bu+byu
Przypadek n < m nie jest realizowany fizycznie.
W przypadku n = m, wtedy mozna dokona¢ dzielenia wielomianem likwidujac mianownik
i otrzymujemy w wyniku sktadnik staty niezalezny od s i sktadnik spetniajacy warunek
n>m. Sktadnik ten jest identyczny z macierza D stad wynika, ze jezeli n>m to D = 0. W
dalszych rozwazaniach rozpatrujemy przypadek n > m.

Przyktadowo dla: X + 3% +2x=u +u
X(s) _ s+1
U(s) s(s + 1)(s + 2)
X(s)_ 1

U(s) s(s + 2)

W  zwiazku z powyzszym jakiekolwiek uproszczenie przez wspolny czynnik
wyprowadzaniu rownan stanu jest niedopuszczalne. Stad wniosek, ze jezeli system jest
opisany réwnaniami stanu to nie zatraca si¢ istotnych wtasnosci obiektu.

rownanie charakterystyczne ma postaé: A* +3A% +241 =0

réownanie charakterystyczne ma postaé: A> +2A =0

1 1 R #R,
Np.: G(s): + ale T =T, witedy:
1+sT, 1+5sT, C, #C,
2
Gls)=—— T=T =T
O

Forma zapisu przy pomocy transmitancji nie uwzglednia w pewnych szczego6lnych
wypadkach istotnych witasnosci uktadu. Tej wady pozbawiony jest sposob zapisu przy
pomocy rownan stanu.

Stosuje si¢ nastgpujace metody wyboru zmiennych stanu:

* bezposrednia, gdy nie sa znane bieguny i zera,

o szeregowa (kaskadowa) (ang. factored, zer-pole-gain) lub réwnolegla (ang.

partial fraction, sesidue form) gdy sa znane bieguny i zera,

e iteracyjna.

6.3. Wybor zmiennych stanu dla systemow o transmitancji bez zer
y'o an-lyn_l + ..+ ay tagy = bu(l)

Aby przedstawi¢ powyzszy uklad w przestrzeni standw najlatwiej przyja¢ naturalne
zmienne stanu (co sprowadza si¢ do pdzniej opisanej macierzy Frobeniusa):
2

M 3 :y(n-l)

=y Xn =Y

xl =x2 ).Cn—l =xn

X, =, X, ==a,X, (t)—a1x2 (t)_"'_an—lxn (t)"'bo”(t)
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6. Rownania stanu

=
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=

y=Cx+ Du
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<

=
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Rys. 6.11
Wielomian charakterystyczny dla macierzy A4 jest rowny M (A) = |[A - A| =0
A -1 0 0 0
0 A -1 0 0
M=0 0 A -1 0 =0
a, a a, da; Ata,,
6.4. Wybor zmiennych stanu dla systemow, ktore zawieraja zera i
bieguny
Dlam<n
Ox, O OO0 1 0 0 0O OO
O. 0 O U 0
oo g? O 1 0 5 20
O: O0=0: : : ;o O+ 00
0 00 O 0od
#-0 00 0 0 I' 0 oo
Exn E %’ao -4 a, _an—la HH
[k, O
0. 0
Y= [bo b, b, bm] 0 0O
ENS
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6. Rownania stanu

Rys. 6.12
lub
(b, O
%} U
'O
x()=4"x()+ 5" ()
%m D
O O
Ho H
ye)=[o o - 1]x()
Dlam=n
0o 0 .. 0 Ok, 0O B0
O M O O
0 0 0
-0 20 532
=g o oo o
U o O % O]
D_ aO - al """ - an—l D@n |:| n |:|
Lk, O
y=ll .. 0 0] g+ B
=, B
BO = n
B, =b,,—a,,B,
gdzie: B,=b,,—-a,,B,—a,,B
B,=b, —a,B, —a,B,--a,.B,
lub

n=-1>n

»by—a,,....;b,_, —a,,b ]x(t)+u(t).
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6. Rownania stanu

Przyktad 6.8
Wyznaczy¢ rownanie stanu i rownanie wyjs$¢ dla uktadu opisanego ponizsza transmitancja
Y(s) 25 +3 . 257 +3s7
Gls)= = Mnozac przez —s otrzymujemy: ———
) U(s) s>+5s+6 P Y 5 + 65

Y(s) = |_2s'I +3s57 JX(S)

X(S) = U(S) - [5S T+ 657 ]x(s)
Ok, = x,

[k, =—6x, —5x, +u

By=3x1+2x2

g0 10 B_m)D
= 0 =00
6 -50 HD

c=[3 2] D=0

Rys. 6.13

Przyktad 6.9

Wyznacz roOwnania stanu i wyjscia oraz narysuj graf przeptywu sygnalu dla obiektu
opisanego roOwnaniem:

¥+x+t2x+x=2u
Roéwnania stanu:

y=Ay+ Bu

3,0 0 0 1[@.%@%{
0 0°0 1]

.0 B +1) -1, 25

Roéwnanie wyjsc:
x=Cy+Du

O
x=lt 2'p

Rysunek 6.14

Przyktad 6.10

Wyznaczy¢ rownanie stanu i rownanie wyj$¢ dla uktadu opisanego rownaniem
V+2y+yp+y= Tu + Su
a, a, a, a, b =0 b, b b,
an—Oan—lan—Zan—3 bn—O b bn—2 bn—3

yEx yEx, YEX

x,0 00 1 O0Ix0O g

_ I O, i
0 O 1 ghgt g
BH Bl -1 -2H%H BE

n—1
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6. Rownania stanu

Rys. 6.15

Przyktad 6.11

Wyznaczy¢ roéwnanie stanu i rownanie wyj$¢ dla uktadu opisanego réwnaniem jak
w przyktadzie 6.6. Nalezy tu pamigtac, ze oznaczenia dotycza uktadu o rownych stopniach
obu stron rownania.

By, =b, =0

B, =b,,~a,,B,=0

B,=b,,-a,.,B ~a, |B|=7

Bs=b,,; _an3B0 =
DOD

[=Ad +57 @
598

y:[l 0 O]x+[(ﬂu

Przyktad 6.12

Wyznacz rOwnania stanu i wyj$cia ora graf przeplywu sygnatu dla obiektu opisanego
roOwnaniem

y+6y+10y+5y=2ii+3u+u
a, a, a, a, b, b b,

Sposéb 1:
n=3
Ck, 0 OO0 1 ODDMD 004
0 o_0d
d:0-g% ¢ U o
5B BS5 -10 -6Fx,H HE

DCID
y= [1 3 2]@2D
Ef=
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6. Rownania stanu

Rysunek 6.16

Sposdb 2:
B, =b,=0
B, =b,~a,B, =b, =2
B, =b ~aB,~a,B, =b ~a, =3-12=-9
_bO_GOBO_aIBI_aZBZ:bO_aIBI_aZBZ:1_109_6(_9):35
0o 1 0k 0O 02 D
b o AL
BS -10 6HFH @55

DCID DCID
v=l 0 o], BrBu=l o A5

ENE

B

0, O
0 O
20
EN=

Rysunek 6.17

Przyktad 6.13

Wyznacz réwnania stanu i wyjscia oraz graf przeptywu sygnatu dla obiektu opisanego
rOwnaniem:

X +2X+5x+6x =30 +2i +u+5u
a;, a, a, a, by b, b b,
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6. Rownania stanu

B,=b,-a,B,=2-203=2-6=—4

B, =b —aB,-a,B,=1-53-2(-4)=1-15+8=—6

B, =b, —a,B, —a,B, —a,B, =5-63-5(-4)-2(-6)=5-18+20+12=19
Stad rownania stanu maja postac

X=Ax+ Bu

Z,0 00 1 0[O F40
000 m 0. 0.0
oo O ! megtooy
H.H B6 -5 -2H%B BYEH

Réwnanie wyjsé

Y=Cx+Du
O, O
y=ll 0 o]H, g+ 3u
B

Rysunek 6.18

6.5. Wybor zmiennych stanu metodg szeregowa

_Y(s) K N
AT ey e L
lub post;(z z)awierajqca stale I(;zasowe )
SR A R eve oy e v R | L)

1 n
rzy czym A. =— ,dlas=0mamy V = K[| T
przy czym A, = y ﬂ

1

u) g & ] ox g B[ o X Xl ] nI Yn 1 ()
Rys. 6.19
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6. Rownania stanu

stad

@, 0 0 0 0 k0

O 0 0
0 o' M 0 0
(=0 1 A G(t) + O
i()=C ; D(t)+ D(t)

o 0 1 A, o0f 0

= 0 1 AF HH
y()=[o ... 0 1]x()
lub

A, 1 0 O 00

0 5 0 0
00 S()+ D ()
xlz) =0 A Ok(z) + LOCH(z
T ’ 0 O

O g 0

A AB  BHH
yO)=[k 0 0 . 0ofx()

u®) | X, [ Xe | X,a] Xa Y )
S % ::7 % :: J
Rys. 6.20

6.6. Wybor zmiennych stanu metoda rownolegla

G(s)= Z ¢ gdzie C, = qhgl(s = ,)G(s) (i=1,..,n)

s — A,
=g A FO+gi gl
0 AE S HLE
y(t):[l 1 l]x(t) X j X1
u(t)
Rys. 6.21
Gdy bieguny wielokrotne:
Cll C12 Clk Crl Crk
Gls)=——+—"+ ot — . +— D+ 4+ -
Ry N A AR Ry TSP WM Ay

k; oznacza krotnos¢ i — tego bieguna
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6. Rownania stanu

s (m = k) s
dhi .

G.. =lim [ -A)"Gls

=lim oy B =) 66)

Ox, O @A, 1 0 o0 0 0 Mx, O 0O

O. O 0O M. 0O 0

N 0 0 0 0% o %)D

O: 0 0O : : M 0O Oo

O 0O O M 0O 0

Bck_l D: DO 0 . /\l 1 O O Dljck-l D+ %)E[t

0, O Go 0 A 0 0y, 00

O 0 0O M "0 OO

KO 0 0 0 A, 0.0 do

0. 0O 0O : : M. 0 00

o 00 M O do

B, B8 0 0 0 0 0 AfBx, B 88
k, 0 0O

_ 0. 0,0

J’(t) [Ckl Cira C, C. Cr]l]: D"’D%""d”

=.8 BH

Rys. 6.22

Przyktad 6.14
Wyznaczy¢ rownanie stanu i rownanie wyjs$¢ dla uktadu opisanego ponizsza transmitancja
s+2 A B C
G(s) = 5 = + + 5
(s+10(s+3) s+3 s+1 (s+1)

A=(s+3 s+2 __1

)y ),

1 Od ,  s+2 ds+2fl  _(s+3)-(+2) _1
B = +1) —ni—r— — =
-1 ¢ ’(s+1)2(s+s>§sz-l i i o
:s+2 _l

S+3s=—l 2
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6. Rownania stanu

stad: G(s) 23 54 (s 1)2
+1 1 00O 00 a1 o
_ 0 _ 0 _ 4o — _
_DO 1 0 0 B= 0 C—g 2 ZE

Przyktad 6.15
Wyznaczy¢ rownanie stanu i rownanie wyj$¢ dla uktadu opisanego ponizsza transmitancja.

10
GO = e+ 2Y5 +3)

u(t b X3=
ud | g, g 2 Y

Przedstawienie szeregowe:
6=zt )=l G ()=t=]

1 x, s+2 x, s+3
xl(s+1):10u xz(s+2):x1 x3(s+3):x2
sx, ==x, +10u §X, =x, —2Xx, §X3; =X, —3x,
X, ==x, +10u X, =x, —2x, X; =x; —3x,
x,0 1 0 ODDCID a00d
0 O0_0

f.mol T2 ODﬂCZD Boﬁl
BH B0 1 -3HxH HH
X, O
y:[O 0 1]%2%
ENE

Przedstawienie réwnolegte:
10 5 -10 5
= + +
(s+1)(s+2)(s+3) s+l s+2 s+3
Vi ==y, +5u Yy =2y, —10u Y3 ==3y; +5u
x,0 &1 O ODDC,D a0
0 O_0, _
frr0 -2 0 ghgtdd
E.H B0 0 -3H%H 8H
DCID
y=[5 -10 s]dczD
EN=

Przyklad 6.16

73



6. Rownania stanu

Wyznaczy¢ rdwnanie stanu i réwnanie wyjs¢ dla uktadu opisanego ponizsza transmitancja.

Gls)="=2 G()="2
u s+l X,
X, =—x, +5u X, =x, +x
x,0 1 0 0 DDCID 50
0 00, %)D
20° 0 DD‘ZD
BaH B0 1 -2H%E HE
DCID
Y= [O 0 1] szm
SN
Przedstawienie réwnolegte:
5 _ 5 N -5 N 5

(.S+1)2(S+2)_(S+.1)2 s+l s+2

0O o1 1 0x0O 00
0 0.0, _ ODDDaD

BH B0 0 -28%H HE
Dxlm
y=[5s -5 s]mr2D
==

Xy =2x; tu

6.7. Wyznaczanie warto$ci wlasne macierzy kwadratowej A

|A -Al | =0 - rownanie charakterystyczne, gdzie I to macierz jednostkowa.

a, —A a, e a,

a, —A ... a,

|4-M|= !
a, a, ... a, —A

Przyktad 6.17
Wyznaczy¢ warto$ci wlasne macierzy A.

_El 3D

2 2
|A—/\1|:‘ A7
2 2-)

) (o

Ltal +a0):O

‘:(1—}\)(2—/\)—6:0
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6. Rownania stanu

A =4, A, =-1.

Wartos$ci wilasne dogodnie jest uporzadkowac tak, aby A,0 najwigkszej wartosci
byly na poczatku:

Re(A,)=Re(A,)=---2Re(A,).

6.8. Diagonalizacja macierzy

Glownym celem diagonalizacji jest taki zapis macierzy 4, aby wartos$ci wlasne byly
tylko na przekatne;j.

A) Dla dowolnej macierzy 4, : V"' AV = diag()\1 A, ..,/\n)

a) Przypadek gdy mamy pojedyncze warto$ci wlasne.
Kazdy niezerowy wektor x;, spelniajacy rownanie Ax, =A.x, nazywamy wektorem

wilasnym.
Macierz modalna (macierz przeksztatlcenia) V = [)c1 X, ... xn], tworzymy ja
W nastgpujacy sposob:
4, 4, ... 40O
%41 AZ n D
V= 0 oo e E macierz diagonalna D,
D .1 .2 .n D
@41n Aln T Aln E

Kazda z kolumn jest wektorem witasnym, liniowo niezaleznym. Aby uzyskaé pierwsza
kolumng budujemy macierz: [A —/\11] i wyznaczamy A4, A4,,,A4]

.,» halezy pamigtaé, ze
A, =(-1)"* X =-1X. Aby uzyska¢ druga kolumne budujemy macierz [A— A, ]]

i wyznaczamy A}, A}, A itd.

1n

b) Przypadek, gdy mamy wielokrotne warto$ci wlasne A,,A,,A,,A,,A,

54111 (Alll) %(Alll)' A14| Alslg
O ) O
o () Slan) 4t 420
V= %4113 (A113) 21!(/1113)' Af‘3 Aég macierz kanoniczna Jordana
G, () ) 4 g
i () gl an g

d’ .
)= o AQ) j=1.5
Kazda z kolumn jest wektorem wilasnym, z tym ze pierwiastek wielokrotny daje tylko
jeden wektor liniowo niezalezny.
B) Dla obiektu opisanego transmitancja lub rownaniem roézniczkowym — wykorzystanie
macierzy Frobeniusa, diagonalizacj¢ przeprowadza si¢ przy uzyciu macierzy
Vandermonda

N
< -
N—
|
B
N
ESISN
9
S
A
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6. Rownania stanu

a) Przypadek gdy mamy pojedyncze warto$ci wlasne.
Macierz modalna ma posta¢ macierzy Vandermonde’a:

01 1 1 1 1 O

A A A AL
V= B/\l2 AA LA B otrzymujemy macierz diagonalng D, =V ' AV
N . . . . 0
A VO L =
Macierz Jordana ma postac:
@, 0 0 00
0 A 0 0f
o 0 ° 00

o0 0 0 Af
b) Przypadek gdy mamy wielokrotne wartosci wlasne A,,A,,A,,A,, A;

o 0 0 1 10 @A, 1 0 0 00O
A1 0 A Af 0 A 1 0 0f
V=[O 2A, 1 A} AiOotrzymujemy macierzJordana 0 0 A, 0 00O
A3 3N A Ag = 0 0 A 0F
34 6x AL AR o 0 0 0 Af

Druga kolumna jest pochodna pierwszej podzielona przez 1!, trzecia kolumna jest pochodna
drugiej kolumny podzielong przez 2!.

Dla dowolnej macierzy 4 mozna wyznaczy¢ macierz Frobeniusa, gdyz obie maja ten sam
wielomian charakterystyczny, wyznaczniki i §lad.

Przyktad 6.18
Dla ponizszej macierzy A wyznaczy¢ macierz Frobeniusa.

|4=2AI| =X —=14X% —27A +188

0o 1 00O
_ 4 [
5188 27 14H

Przyktad 6.19
Wyznacz warto$ci wlasne dla obiektu opisanego ponizsza transmitancja.
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6. Rownania stanu

1

Gls)=——F5—
() s> +3s% +2s
X0 0 1 00O 00
[_ O
hEd 0 gkt da
&B ® -2 -3HH BH
|4-A1]=0
-A 1 0
-A 1 )
0 -A 1 |=0 - - =-ABA+ A7 +2)
-2 =-3-A
0 -2 -=-3-A
A= A, =2 A,=-1
o 1 100d 1 10
V=R A, Ap=H -2 —15:1‘ ‘:2:detV
PR XEB® 4 1
a 3 10
5 50
0 2 2§
yl=m - -0 V!4V =D,
O 2 20
0 2 -1g
H H
O 0 00
. : _ _ O
Dla macierzy Frobeniusa D, —%) 2 0
B 0 -If
Przyktad 6.20
Wykonaj diagonalizacj¢ nastgpujacej macierzy 4.
04 20
&3 -1
4-A 2
=0 - [4-2)-1-2)-(-32=0 - A -31+2=0
-3 -1-A
A =1 A, =
4-1 2 32
4, = =
-3 -1-1 -3 -2
4 =(-1)"(-2)=-2
4y, =(-1)7(-3)=3
2 2
A4, =
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6. Rownania stanu

2 -3
V:El_ B:3=detV
03 30
01 1 0
v'=0, _20
B 38
o 104 232 -3 0
Sprawdzenie: V_1AV=D1 2 % S:D B
gl —3Ets -1Hs sH B 2H
Przyktad 6.21

Wykonaj diagonalizacjg nast¢pujacej macierzy A.

M 1 00O A =2
A= -1 0 B - A, =-1 wektoréow  wiasnych
B 0 -1 A =1
wiasnych
210 4, =
4=2 1 0 — A, =2
5 01 Al =-5
10 45 = 45, =0
4,=2 0 0 —  4h= A3 =0
0 0 A123 = A223 =
-1 1 0 Ay =
A, =2 -2 0| — A =4
5 0 -2 A% =10
o1 0 20
_0 - 10 =
V=0 2 0 ZD— 10 =det M
BS 5 5H
Przyktad 6.22

Wykonaj diagonalizacjg nast¢pujacej macierzy A.

tyle, ile wektoréw

oo 1 00

O O A=A, =-1
A=50 0 1 -

i i A, =2

H2 -5 -4 ’
00 1 0O 0 00 B-A 1 0 O
0 0 O_O, _ 0
q0 0 1o A 0g=go A 13
B2 -5 -4 B 0 A B2 -5 -4-AF
detfd = AT = (=4 =AW =2-5A = =4 =¥ =2-5A ==X —=4X* =51 -2 =0

| -1 ]| 4] 5] =2
1|11 3]-=21]0
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6. Rownania stanu

-A*-31-2=0
A +31-2=0
A=1
A=-1
A, ==2
A, =-1
or o0 10
-0 _50
=gl 1 2n
H -2 4H
o o0 1go 0 10
=g 1 AgEgl 1 -2
P20 AH B -2 4
F1 1 00O
- _ 0 _ 0
VoAv =0 1 0q
HO 0 -2f
Przyktad 6.23
Wykonaj diagonalizacj¢ ponizszej macierzy A.
0o 1 00
-0 O
A=73 0 2n
12 -7 -6
det[4-A1] =0

oo 1 0O 0 00 O-A |1 0 O
O O 0_0, _ ul
93 0 278 A 00=g23 -A 2 FH
B12 -7 -6 ® 0 AQ B12 -7 -6-AH
detf4 -] = (=6 =AW =24 =142 =3(=3-1) ==X’ =6A> =111 =6 =0
A =-1

| -1 ] -6 ]|-11] -6

1 |-1|-5]-6]0

A =51-6=0
A=1

A =-1

A, ==2

A =-3

Do macierzy H podstawiamy A{,A 5 A 3
ol 1 oo @ 1 0O O3 1 00
0 0 0 , O 0
AS3 1 23 A3 2 25 A3 3 2%
F12 -7 -5 @2 -7 -48 B2 -7 -30
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00
Vo=l s e4) —icise24) ()22l 3 2 e
q2 -7 -98

=[o -9 -9
v, =|1P(-8+14) -1(-12+24) 1(-21+24)|=[6 -12 -3]

v,=[(-8+14) -(-9+2) (-21+36)=[5 -15 14
09 6 50
_Ug _ _1<0
V=m9 -12 -157
H9 3 15
Przyktad 6.24
Wykonaj diagonalizacje nastgpujacej macierzy A
0 1 00
- [
4= 0 17
H -3 3H
FA 1 0 O
- U _ 0
(4-Ar)=g0 -2 1 g
H1 -3 3-AH

detf4 =AM = A (3=A)+1-3A ==X’ +3X* =3A +1=0
| 1|3 |31

[ -1f2]-1]0

A2 +2A-1=0 1 0 OD

A =2A+1=0 stad V= a 1

A =1 H 2 1@

Przyktad 6.25

Sprawdzi¢, czy dla macierzy 4 zachodni zwiazek, Ze:

-20 3 1 00

4=d 0 27 yrlAv= 3 0n
-1 3H H o0 1

A= Al|=-2 +72 =154 +9=-(A -3)(A -3)(A - 1)

A=A, =3

A =1
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6. Rownania stanu

- 2
(4,)'= _1 3—M-3=(_3+2A]A:3=3
. -
1 1 _2 A1|:
1 12
A =1 -3 2 — 4= (4,)'= =1
1 3-A|,_
1 -1 0 A = =
()= 7} =
13 - -
1 —1}\=3
31 -2 45 =0 45 =
4, =[1 -1 2 — A4 = Ay, =
1 -1 2 A133=0 A233=
2 3 00
— U
V= 1 8D
B 1 4
Przyktad 6.26
Wykonaj diagonalizacjg ponizszej macierzy A.
o 1 0O A =2+3j
4=5% o 1E A, =2-3j
0 0 2 J
B2 -29 8H A, =4
O 1 1 10 2+3; 00
_0 . Ca O _d L. O
V—D2+3]2 2 3]2 4D - J=q 2-3j 0
H2+35) (2-3/) 16 g0 48

Jezeli obliczenia wykonywane sa na EMC, przedstawienie macierzy A w postaci
kanonicznej z liczbami zespolonymi jest niekorzystne. Dokonuje si¢ dodatkowej
transformacji przy pomocy macierzy 7 1 otrzymujemy macierz J' o elementach
rzeczywistych.
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6. Rownania stanu

6.9. Metody rozwigzywania rownan stanu

A). Uktady stacjonarne
a) uktad swobodny tzn. u# =0

(1) = Ax(r)

x(t)= ey,

b) uktad nieswobodny tzn. u % 0
(1) = Ax(r) + Bulr)

réwnania: x(f)= e x(r, ) + IeA(t—r)Bu(T)dT

rOwnania:

Jezeli rownania stanu sa typu:

a) diagonalnego,

b) trojkatnego (postaé Jordana)

mowimy wtedy, ze robwnania stanu maja posta¢ kanoniczna. W zwiazku z czym
diagonalizuje si¢ macierz 4 przy pomocy macierzy modalnej M i otrzymujemy:

x(t) =Ve™V x, + J'VeD* (’_T)V_lBu(T)dT
0
B). Uktady niestacjonarne

)= 0t () + [ = )Bulr it

rozwiaznieukladu fy

Jednorodnego
Wigkszos¢ uktadow jest mniej lub wigcej niestacjonarna, wiele z nich mozna opisaé
rébwnaniami stacjonarnymi. Przyblizenie to jest dobre, jezeli charakterystyki uktadu
zmieniaja si¢ bardzo wolno w stosunku do predkosci zmian sygnaléw wejsciowych. Przez

to w uktadach stacjonarnych odpowiedz nie zalezy od #, miejsca przylozenia wymuszenia,
wigc mozna zatozy¢ #,=0.

Podstawowym zagadnieniem przy rozwiazywaniu rownan stanu jest wyznaczenie
macierzy podstawowej @(t) dla ukladow stacjonarnych. Jest to poszukiwanie rozwiazania

roOwnania x = Ax czyli rGwnania stanu z zerowym sterowaniem.

Metody rozwiazan:

L
eAt=I+ooAktk
Ay
1
A:m) 0
0 -2
eAt_m) 1%‘*@ t O O _IZEI*' a - O
B HHB -2 B -2°F 0 1-2+2°F

X
er =l+x+—+...
2!

t—t* =1-1+t-¢ :l—(1—2t+2t2)l
2 2
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o9 Lo
3 T
[l
11.
a[@ ]= s] A)
o()=a'|(s1 - 4)"
.0 oo
" sH
3 -10
C=sl- A—%) s+2E
detC[ ]
detC =5 +2s—s(s+2)
, I+2 00

a |
O
C_lzg'l‘z lljzl :% S(S+2)D
0o sgsm +2s 1
S) s+2 0
1 1 .0
9(;):% 575¢ O
=2t |:|
D e H
1
1 4, B _2, 2
s(s+2) s s+2 s s+2
A(s +2)+Bs =1
dlas=0 dlas=-
24+0= -2B =
:l B:—l
2 2

%ﬂlf 0 0 og
eN_EO e 0 0B
/\tD

O 0 0 eMA
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E)-)\ 1 O

|4~ Aq L, A%_—A(z
A=4
A =22
2
/\2:_2_2:—i:—2
2 2
dla)h:O %
2 1
dla Ay =-2 3 0§3=P1 2]
F2 -10
“Ho 2
detV[ ]
detV =—-4
2 00 10
P =
-t
e’ =1
E}-2 —IDD @_,]
IV.
R(s)=(ss-4)" =
n} 1 0O
C'lzg S(S+2)E:R(s)
I o
8) s+2 0
A =0,A, =2
e" =eMR +e™R, +...+eMR,
u nas n = 2 — rzad macierzy
R, =(s=A)R(s)
s=A,

—A)-0=A%+2)
10
7 =[-2 0
2D
o1 10
T5 ~ 30
i=p 2 fD
0o — O
0 2 0
) 1 10
—-e 2 5 _ZD % l_le—ZtD
2o lop T H
2 0

— dla jednokrotnych wartosci wtasnych
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a 1 O O 1 D% 1 O
R,Z(S—O)g s(s+2)B:S% S(S+2)S:D s+2%
g) 1 5 g) 1 0 o S 0
s+2 0 s+2 B O s+20
s=0
10
Rlza ED
H 0H
m! |
O
R=2)d
O
g) s+2 O
s=-2
10
RZZS) _ED
W 1 H
10 10 10 10 1 1 ,,,0
:eoa §D+e %) _ED:% E&e‘Zt%) _ED:% E_EeZD
HoH B rHB OH B rHbB e

r=8 48 ... 4" B|,
S S ) e

6.10. Sterowalnos¢ i obserwowalnos$¢

Dany jest liniowy uktad dynamiczny w stanie nieustalonym. Kazda wspotrzedna stanu
tego uktadu sktada si¢ z sumy przebiegoéw wyktadniczych.

Uktad jest obserwowalny, jezeli w przebiegu wyjSciowym sa reprezentowane
wszystkie krzywe wyktadnicze wystepujace we wspotrzednych stanu. Mozna da¢ podobna
interpretacja czestotliwosciowa, zgodnie z ktéra w sygnale wyjsciowym musza byc
reprezentowane wszystkie harmoniczne wystgpujace we wspotrzednych stanu.

Uktad jest sterowalny, jezeli za pomoca sygnalu sterujacego mozna oddziatywac¢ na
wszystkie sktadowe (wyktadnicze lub harmoniczne) wystepujace we wspotrzednych stanu.
Uktad sterowalny mozna za pomoca odpowiedniego sterowania sprowadzi¢ do dowolnego
punktu w przestrzeni stanu.

o, . Ox=Ax+ Bu =M:z
Majac rownania: [J przez podstaw1en1a
[y =Cx+ Du x=M:z

Doprowadzamy do postaci
(k=D,z+M"'Bu
O
[y = CMz + Du(t)
Uklad jest sterowalny wzgledem stanu, gdy macierz kolumnowa M 'B nie zawiera
wierszy ztozonych z samych zer.
Uktad jest obserwowalny, gdy macierz wierszowa CM nie begdzie zawierata kolumn
ztozonych z samych zer.
W pierwszym przypadku bedzie to uktad czesciowo sterowalny lub obserwowalny.
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Twierdzenie Cayleya — Hamiltona

Uklad jest sterowalny, gdy rzad macierzy Q, :|_B (4B) (AZB) (A""IB)J jest rowny
rzedowi macierzy 4. (czyli wektory B 1 AB sa liniowo niezalezne, zatem (; jest
nieosobliwa).

Uktad jest obserwowalny gdy, rzad macierzy

0, :lCT ATCT (AT )2CT (AT)'HCT ] jest rowny rzedowi macierzy A.
b 1 0
gl og 88 g0
A_D_bc 0 OD B_ﬁlD C—%) 0 1%
H 1 0 -af HH
& —b-cl] 3% +(c—a)b+c)D0 O a-be b*+(c—a)b+c)d

AB=S —bc S AZB=B bc(b+c—a) B O, =@ ~—bc bc(b+c—a) B

5 1 B H -G+ H B -(b+c) H

Wigc uktad jest niecatkowicie sterowalny. Rzad macierzy Q#0 wynosi dwa, wigc czgs¢
sterowalna uktadu jest rzedu drugiego.

Sprawdzamy uktad przy zatozeniu, ze wielko$cia wejsciowa jest jedynie y, wige macierz C
ma postac C= [0 0 l] .

01 O (b +c+a)d
act=200  (afer=H 1 B
B af B «
0 1 -(p+c+a)d
0
0,=0 0 I g detQ, =
B -a a* H
Uktad jest wigc obserwowalny.
Tabela. 6.1
Niesterowalny Nieobserwowalny
Us) -1 X | Y(s) U(s) | X |s-1 Y(s)
s+2 s—1 ; s+2
10 Ol O F2 -30 00
= B= c=[1 0 A= B= c=[ 1
@-3@ S I = - : I
D _ D Ol 10 L 10 -10
_%) ~3H 1__%) ~1H M=0, oH MIZ_H 1 H
O 3 0 Tl 00 3 0
1
M- B_@E cMm =1 1] M‘IB=S_B cm =0 1]
HH Ol o
2 -
AB=°F ¢ arcr = 72
06 O 1 -2
1 -2
|B AB|= =0
6
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Przyktad 6.27
Czy ponizszy uktad jest obserwowalny:

41 -2 -20 20O

x:BO -1 1 %c+%)%4
H 0 -1 8H
y=[l 1 0o]x
n=3
Fl -2 -20
=20 -1 17
A 0 -1H

c=[1 1 0
+1 0 1[0 Oo-10
r~r _ _ O_ 0,0
AC =0 2 -1 0 00O 3D
F2 1 -1H9F BIH
o1 0 1m1 o0 10 @31 1 =20
r o r _ Il _ O_0O _ A0
AA—DZ 1 ODD2 1 OD_D4 1 2D
HF2 1 -1g42 1 -1 B2 -2 -1{H
+1 1 =210 og

wie=g 1 24550

52 -2 -1H9H HBH
O -1 00
A=d -3 50|A/=0+0+0+5 L
— uktad catkowicie obserwowalny
B -1 0f

A[=5

6.11. Analiza modalna w systemach sterowania

Analiza modalna dla jednokrotnych warto$ci wiasnych
X = Ax
x=Vz
z=V"x
Vz=AVz
2=V AVz
z=Jz
A4 - /\i Vz
A" S A, w,

Wyznaczamy rownanie ruchu swobodnego
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x(0)=vz()=v0o()(0)=vo( )V "'x(0)=z
Z(O) = V'lx(O)

Y 0 00
Bo ™ 0 E

— —_ T
50 0 ewé

Przyktad 6.28

Okresli¢ postacie ruchu swobodnego i trajektori¢ stanu wykorzystujac wektory wtasne jako

osie uktadu wspotrzednych. Jako zmienne stanu przyjac silty
T sprezyste fi 1 f,. Wspolczynniki By, B,, B3, K; 1 K; sa

B jednakowe.

s

Rys. 6.24

[B,z, + B,z +kl(Zl _Zz):OD zZ,

Warunki poczatkowe £1(0)=1, £2(0)=2.

Bl B3
]
L "
Z‘D ki 9 k> §
]
_
B>

. (22 -z, ) +k, (22 -z, ) =0 rozniczkujemy

%2(23 _Zz)+B3Z3 =00 z,

Sity sprezystos$ci:
Eﬁ =k1(Z1_Zz)
0 =k2(Zz_Z3)
x =Ax+ Bu
f = Af + Bu
f1 =k1(21_22)
/2 =k2(22_22)
=kl(ZZ_ZI)= /i
1 B, + B, B, + B,
p =_k2(Z3 _Zz):ﬁ
3
B, B,

88



6. Rownania stanu

kl(Zz _Zl)+k2(22 _23):0
kiz, —kz +k,z, —kyz, =0
(k, +k, )z, — k2, — k2, =0

. _kz —k,z,
Pk, +k

EJ/‘ —i fi _kiZ tkyZ
... Dl I B, +B, k, +k,
21,2552 — O .

O; 2tz f

O
0 h% u %%22
_kD_ 1 _ B1+Bz Bz
fi_ ID
B, +B, k, +k,
0
g
O O
[h%' / E%hf; 0
f:kD B, +B, B, _QD
B kth B
B B
B, =B, =1
k, =k, =k, =1
1 1
S ‘Zfl‘zfz
1
fzzzfl_Efz
) ol _10
et 2@
0.0 ol _147:0
04 20
01 10
O, S0
3% 38
O~ —--0
04 20
01 A 1 O
04 5 0O
|A—/\I|:D41 12 B
0 -— -—=A0
0O 4 2 0
1 1
detld— | =F- 2 AHEL
| | O 4 m 2 O 8

de—AH:A2+%A:O

1 1,1 1 1
A==+ A+ A+ A =
B_ 8 4 2 8
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6. Rownania stanu

A =0
3
/\2:_2
01 10 04 40
05 20 03 =0
M=p? fo  M'=g,) 30
oL 1 2 2g
04 40 03 30
010 0Q
Bfl(t)gzm_ﬂ 40,0 50, o gm%—%qg
F.0H B3 sHH S B sHE g-
04 O 40
_04 4000 1g ot 8C00 -1
=04 4 1 8 L
£0) g3 3%%5 20 B 3HE 4
_04 4m0Q o 8O- 1
L= 3%@4% S 4
f(t):—%eo’ +§e_%t
‘ 3 3
1 o 5 -
fz(t)=§ ' +§e !
Przyktad 6.29

Okresli¢ postacie ruchu swobodnego dla systemu opisanego macierzami A i B, oraz
wyznaczy¢ przy jakich warunkach poczatkowych x;(0) 1 x(0) jedna z postaci ruchu

zostanie wyeliminowana.

+2 10
4=0 10 B=0F
2l

H  6H

Wyznaczamy warto$ci wlasne:

-2-A 1

|4-Ml|= _1 )

1
6

Stad postacie ruchu maja postac: e? i e?3
0 &, Ra—
= w.x(0)e” +V,
Q2@ )" +7,
@,|d-2A1/=0 4= A1V, =0

-2+ 1 -

W N —
!
1
O
HA
[
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2
-2+ 1 -= 1
A4 = 3 — 3 7 _DIIZID_EBE
1 1 - 3 - 2_|:|2|:|_
-1 —+1 =1 2 (¢ 0 E
6 3 2
v= 7]
.3
2
-1 20 06 90, g
. 3/_.0s5 50
V=5 THe 40 _
-= O— -——le—— W,
6 s 50
V_IZE‘L_’ID w:D—é 2D _:E6 —iD
0,1 '"Hs sH "B sH
Sprawdzenie:
oV, =1
|4= A1V, ub¥, =0 @, lub@, |4 - A1]=0

W0=F S0+ 07 2+ B0 0)- 1 0B 2

1
U
lub
x0o_ 06 9mxOo-L2E s 4 (0)p-4 B0
50T SH.0F gg'8 TH0E ge

Zaktadamy ! E(())g |
Xy

1
. . -t 2
tego do rownania na x,(¢) druga posta¢ ruchu eliminuje si¢ x, (t) =X, (O)e 2 3"

Przyktad 6.30
Okresli¢ postacie ruchu swobodnego i wykazaé, ze stan
ruchu jest okreslony nastepujaco:

x(t)=e™ E(cos 2t —sin ZI)Q Er (cos2z —sin 2t)%0 %
0 els BRINN
B=0,5
m=0,25
c=0,5
F.(0)=2
£ (0) =2

ch z

T )

m

Rys. 6.25

dla pierwszej postaci ruchu — x;, (0):§x2 (O) po wprowadzeniu
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6. Rownania stanu

Zaktadamy: J.f" T2

zZ, =X

an'l+3(z'1—z'2):o

%22 +B(z, -2,)=0
1

f.=x, =Ezz - z;=f.C

[nx, + Bx, = BCf. =0
%fc +chC_Bx1 :O
[nx, + Bx, — BCx, =0
Sk, + BC, - By, =0

m)'c1+Bx,—(Bx,—x2):O
o __1
Onx, +x, =0 Exl_ mx2
EBCX2+x2—Bx1=O D_ 1 1
%"2__)61__ 2
C BC

Po podstawieniu:
- 4D
) % -4t

|A=AI|=A* +42+8=0 - A =-2+2j A, =-2-2j

o722 2
YTl —4 2-2j
4 |=2+2 2
2T -4 242j
M=—2—2j 2+2j V_l—] =1+j
4 4 L2 22
O1. O 01, O
05/ O 05/ O
wl:% O wzzg 1 o
-—ju +—50
4 O M 470

.5 B0 0 -3B%H BH

Wyznaczy¢ postacie ruchu przy wymuszeniu skokowym u =1.
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U O
()0 2 0, (0)o B1-e” F
LOES e BB -eD
=2 (f)ﬁ E e E@s (O)E Dl(l—e_3t )D
BB g

X, (t): e’'x, (O)+j'e_’”d1' =e'x, (0)+ (1 - e_’)

Rozwiazanie ogolne dla wymuszenia skokowego jest u(t)=k

x(f)=e"x, +jeA(’_T)Bde =e'x, + [A_1 (eAt —I]Bk
0

Przyktad 6.31
Okresli¢ postacie ruchu obiektu jak na rysunku 6.26.
A o P
L =
L :
X, 3
el
R,
Rys. 6.26
57X
q, R,
=%
q, R,
a, dx
EAI 7; =U, —¢,
= dx
E 27;:U2 —4q, %4
DAI % U, B
H" dr R,
(]
Oy & oy _ % 5%
2 2
54 dt R, R,
_U _x-x, _ U, 1
[ - T o N X3
A AR A AR, AR,
%, U, x x—x, _U, 1 X+ 1 ¥ 1 ¥,
A, AR, AR, A, AR, AR, AR,
:&+ 1 ¥ - H 1 N 1 :
A2 AZRI HAZRZ AZRI

e
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0 1 1 O 01 OD
oo AR AR, 0, % %ﬁlm
= [l 1 0
0 1 H1 + 1 20 o —0O¥.0
HAZRI HAZRZ A2R1 E A2 E
A =4, =10[dm2]
BekD
o0
1 DDCID g U, O
X = Dl 2 1 %] 0
0 DEFzD D0 0
100
1-A 1
|A—/\1r|:Er o (-1- A -2-2)-1=2+A+2A+ A -1=
0 40
1 2-A0
=A"+3)1 +1
A=5
/\I:'3+*/§:—0,381
2
/\2=_3'*/§=—2,618
2
0,618 1
dla A, Er B
H 1 -16180
618 1
dla A, % S
H1 0618
v,=[1 -0,61§|
v,=[l -1618]
p, =-15
p, =-10
e—lOt
e—lSt
X=Ax+ Bu
u(t) = ka)rx(t)
kzpi_Ai
pi
pi:wirbi

pi — element macierzy sterowania modalnego
X =Ax+bu, +b,u,

ot 1 0
“H.e18 -1,618H

V|=-2,23
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oy D723 0447 0

T T H276 -0,447H
( v FL6IS —10
"I =Hoe12 1F
T §

=[0,723 0 447]
=[0,723 0,447] 0 5=0,0723
ey

P -A _ - 15+2,618
o, 00723
V()= kool x,()=-171,25[0,723  0,447]x,()=[-123.814 -76,54]x, (¢)

X= EH 1§+§”13-123,814 = 76,54]x(r)+ byu,
ol -20 0o

%1 10 312,38 -7,65 313,38 —665D

HH o 0 H 1 -2 H

1338 —6,650
4= O
O 1 -2 0
liczymy wartosci wlasne z 4,
A =-15
A, =—03
4949 —4,949
g Sdlah, = 03
Hoets 8 H
po G021 —01350, 000
“Hoise 0135 T HIH

" =[0,0186 0,135]

k, = =-171,.25

p, =[0,016 0,135]@)()@: 0,0135

k, = P, —A, _ -10+0,3 = 7185
P 0,0135
V():kWT ()=-7185[0,0186 0135]x():[—1336 -97) x(¢)

IDE)

'_Hl —ZH( o ﬁ123814 ~76,54] x(r H) ﬁ 13,36 -97]x(r)

A

X1
X2

przed korelacja

M
1

X1

X2 X2

po korelacji

\

2 4 6 8
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6. Rownania stanu

Przyklad 6.32
Okresli¢ u(?) = F(x) aby niestabilna warto$¢ wtasna wynosita p, = -5.

_m)m DID
HID D

|A - )\I| =0 - =0 - A, =-2, A, =3-warto$¢ wlasna niestabilna
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