7. Miejsca geometryczne pierwiastkow

7. MIEJSCA GEOMETRYCZNE PIERWIASTKOW (mgp)

7.1. Zasady budowy miejsc geometrycznych pierwiastkéw (mgp)

1) Zapis funkcji przejécia
mgp dotyczy ukladu zamknigtego, ale do jego budowy wykorzystuje si¢ funkcje
przejscia w uktadzie otwartym.
(7,5 +1)-- (7,5 +1)
£ (T, s +1)--- (T, 5 +1)

ml

H(s)G(s)=K

K, =K,KK.

NI
H()6k)= K, 7S
ml *** " mn n
gﬁijl E %4- Tmu

Ky — wspdlczynnik czulo$ci statycznej, zmienia si¢ od 0 do oo

H(s)G(s)=K (-2)..(s-2) 2, — zera funkeji H(s)G(s) = 0,

5" p) - )

pi— bieguny funkcji H(s)G(s) =, p, =— e

mu

2) Warunek argumentu i modutu H(s)G(s).

Na podstawie rownania charakterystycznego ukladu zamknigtego, mozna
wyprowadzi¢ warunki jakie powinna spetnia¢ funkcja w uktadzie otwartym, aby mozna
byto budowac¢ mgp.

Np. bedzie dany uktad biegunow i zer w funkcji przejscia uktadu otwartego.

Rys. 7.1

Jezeli punkt probny s nalezy do mgp, to jest spetniony warunek argumentu:
¢, +¢, —w, =2m+1)T gdziem =0, £ 1,+2, ...
Warunek ten stuzy do okreslania mgp metoda prob i ogoélnie zapisuje si¢ go wzorem:

k—u i=v

ng, + Z¢k _sz' =(2m+1)7'[

Jezeli punkt prébny s nalezy do mgp to warto$¢ czulo$ci statycznej okreslamy ze
wzoru:
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7. Miejsca geometryczne pierwiastkow

_rporpl

0 =
rzl

Jest to warunek modutu i stuzy do skalowania wykresu w warto$ciach K,. Ogolny
zapis:

W praktyce moze si¢ zdarzy¢, ze funkcja nie ma zera, wtedy : |_| r, =1
i=1
3) Cze¢s$¢ mgp na osi rzeczywiste;.
Przyjmujac punkt probny na osi rzeczywistej mozna wykazaé, ze jezeli liczba
biegunow 1 zer lezacych po prawej stronie punktu probnego na osi rzeczywistej jest
nieparzysta to punkt ten nalezy do mgp.

— Z D1 Po
kierunek

wzrostu K

Rys. 7.2

4) Liczba odgatezien mgp.
Liczba ta jest rowna liczbie biegunow H(s)G(s).
5) Punkty poczatkowe 1 koncowe MGP.
Punkt poczatkowy — w biegunie ,,k” 7, = 0.
Punkt koncowy — w zerze ,,i” r,; = 0.
6) Asymptoty mgp.
Jezeli miejsce geometryczne ma asymptoty, to kat ich nachylenia do osi rzeczywistej
Wynosi:
_Cm+1)r
utn-v
u + n — liczba biegunow; v — liczba zer
Wszystkie asymptoty MGP przecinaja si¢ w jednym punkcie, nazywamy $rodkiem
cigzkosci asymptot.
z Pi~ z Z;
— 1 1

u+n-v

m=0,£1,£2, ..., (utn-1)

a

o

a

z P, - suma wartosci wspotrzednych biegunow
1

n

Z p, - suma warto$ci wspotrzednych zer
1
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7. Miejsca geometryczne pierwiastkow

7) Punkty rozgal¢zienia i schodzenia mgp.

; nietypowy :
punkt JO punkt Ko= punkt Jo
rozgatezienia schodzenia schodzenla

o
-t
K 0=100

Rys. 7.3

Punkt rozgatezienia to punkt, w ktorym mgp opuszcza o$ rzeczywista przechodzac na
plaszczyzng zmiennej zespolonej. Punkt schodzenia to punkt, w ktérym mgp opuszcza
plaszczyzng zmiennej zespolonej na o$ rzeczywista. Oprdocz typowych moga wystapic
roéwniez nietypowe rozgatezienia i schodzenia. O istnieniu tych punktéw rozgalgzienia
mozna wnioskowac tylko podczas budowy wykresow.

Wspblrzedne punktow rozgalgzienia lub schodzenia, mozna na podstawie warunku
argumentow. W tym celu rozwaza si¢ specjalny punkt probny bedacy punktem
poszukiwanym, odchylonym od osi ¢ 0 bardzo mata odleglos¢ (rys.7.4).

0 — bardzo mate odchylenie
Rys. 7.4

Jezeli punkt prébny ma naleze¢ do mgp to musi by¢ spelniony warunek argumentu:
b, +¢, -, =2m+1)m
¢, =m—a Umn-sina dla bardzomalych o

o
¢0=7T__ )
"
o
¢1 =—
T
o
lﬂlz—
r

2582 (arere
rpOH o T

W otrzymanym réwnaniu dobieramy taka warto§¢ m aby wyeliminowaé sktadniki state
bedace wielokrotno$cia n. Dla naszego przypadku dla m = 0:
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5,5 5,
rpO rpl rzl

5B—L+L_LH:O
H "o Tl rle

—L+L—L:O

r r r
p0 pl z1

Rozwiazanie otrzymanego rdwnania przeprowadzamy metoda prob, zaktadajac potozenie
punktu rozgal¢zienia i schodzenia. Otrzymujemy w ten sposéb warto$ci promieni, ktore

podstawiamy do wzoru i sprawdzamy zerowanie si¢ lewej strony.
Przyktad 7.1.

Dany jest UAR pokazany na rysunku 7.5

R(s) E(s) K C(s) -

g

s +1)(Ts +1)(T3s +1)

T] = O,I[S], T2 = 032[5]5 T3 = 095[8]
Rys. 7.5

Zbudowac¢ miejsce geometryczne pierwiastkow uktadu zamknigtego.
1. Zapis funkcji przejscia:

H(s)G(s)

- K,

1 1
=K B
ST TR D 5 )
T T, T

2. Zeraibieguny H(s)G(s) oraz mgp na osi rzeczywistej:
pP1= -2;p2 = -5;p3 =-10.

300° 1
60°
-10 -5 -2
Rys. 7.6

3. Wyznaczenie asymptot (kat) 1 sSrodka cigzkos$ci asymptot.

_@m+1)m_ (2m +1)n:(2m+1)5 stad:
u+n-v 3+0-0 3

a

m 0 1 2 3
Va 60° 180° 300° 420°
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7. Miejsca geometryczne pierwiastkow

o, =ipk _iZi 22275710 567

utn-v
4. Wspotrzedne punktu rozgatezienia:

¢0 +¢1 —Y, :(2m+1)7T

%_E&i_iz(2m+l)ﬂ

FPIH Tp2 b3

- L L — L =0
oo Ty Th
1, — szacujemy z wykresu mgp 1 powyzszego rOwnania.
S -3 '4 '3,5 '3,4 s=-3.4

Il 1 2 1,5 1,4 . _

"'p2 2 1 1,5 1,6 /i\ . /E\rPZ 1 Tpl /E\ ‘ o

p3 7 6 6,5 6,6 i i >l
lewa

Rys. 7.7

strona | -036 | 067 | 015 | 0,06 .
row.

5. Liczba gatgzi MGP =3
6. Ostateczny wykres mgp.

Rys. 7.8

Z powyzszego wykresu wynika, ze:
a) dla 0 < K < 14,8 pierwiastki réwnania charakterystycznego ukladu zamknigtego sa
rzeczywiste ujemne;
b) dla Ky > 14,8 rbwnanie charakterystyczne ma:
- dwa pierwiastki zespolone na gateziach 1 i 2;
- jeden pierwiastek rzeczywisty na gal¢zi 3.
W celu znalezienia pierwiastkow réwnania charakterystycznego uktadu zamknigtego, dla
zadanej czutosci statycznej, nalezy:
a) znalez¢ punkty mgp (metoda prob), w ktorym czulos$é statyczna odpowiada czutosci
zadanej;
b) wspotrzedne tych punktéw sa poszukiwanymi pierwiastkami.
Réwnanie charakterystyczne zapisane w postaci wynikowej, mozna wykorzysta¢ do
analizy zachowania si¢ uktadu zamknigtego np.: do wyznaczenia charakterystyki czasowe;.
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7. Miejsca geometryczne pierwiastkow

7.2. Ogolne wytyczne doboru wzmocnienia
1.) Dla uktadu skorygowanego (z regulatorem) sporzadzamy mgp, np.:

1
Vk=1/TZ 4 Ja)
p2
pl /I]/]
n
2 Kowym :rpl rp2
Rys. 7.9

2) Nalezy wykresli¢c prosta pod katem wynikajacym z zadanej liczby tlumienia
pierwiastkdw dominujacych.
n=arccosé, (0,4<é&.<0.3)
3) Nalezy wyznaczy¢ wymagana czutos¢ statyczna w punkcie przecigcia prostej i mgp.
4) Nalezy wyznaczy¢ wymagane wzmocnienie regulatora k. na podstawie wartos$ci K, wym.
Wzmocnienie to gwarantuje potozenie pierwiastkdbw dominujacych w punktach 1 i 2
plaszczyzny zespolone;.

Przyktad 7.2.

Zbada¢ zapas stabilnosci ukladu regulacji opisanego funkcja przejscia w uktadzie
otwartym.

— KKZ
HO)G6)= s 1)
dla danych
KK, = 1,4 [1/s]
T, =02[s]
T, =0,1]s]

Zastosowa¢ metode miejsca geometrycznego pierwiastkow réwnania charakterystycznego
uktadu.

Miejsce geometryczne przedstawia zmiang potozenia pierwiastkdbw rdwnania
charakterystycznego, w ktorym wspolczynnik wzmocnienia zapisany Ww postacie
wspolczynnika czutosci statycznej, traktowany jest jak parametr przyjmujacy warto$ci
z przedzialu [0, «]. Miejsce geometryczne dotyczy ukladu zamknigtego, lecz do jego
budowy wykorzystuje si¢ funkcje przejscia w uktadzie otwartym.

W pierwszej kolejnosci zastosujemy zapis funkcji przejscia dogodny do budowy

KK KK
H(s)G(s)= 2= z
(s)G(s) s(1,s +1)T,s +1) =T

— K,

) (S_po)(s_p1)(s_p2)

gdzie: Ky — wspotczynnik czulosci statycznej, majacy wartosé

mgp:
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7. Miejsca geometryczne pierwiastkow

Po, P1, p2 — bieguny funkeji przej$cia w uktadzie otwartym majace wartosci

K, = I;II;ZZ =70[1/s°]
po=0[1/s]

P, =-TL1=-5 [1/s]
pr=-—=-10[l/s

2

Nastepnie wyznaczone warto$ci biegundw nanosimy na plaszczyzng Gaussa
1 badamy, ktére czesci osi rzeczywistej naleza do mgp. W tym wypadku beda to czesci
zawarte miedzy po 1 p; oraz na lewo od p,, pokazane na rysunku 7.10. Z tego rysunku
wynika, ze migdzy biegunami py 1 p; znajduje si¢ typowy punkt rozgal¢zienia. Dla
znalezienia tego punktu uktadamy réwnanie pomocnicze wynikajace z warunku argumentu

(rys. 7.11).

Ajo
-10 -5 o
K
P2 p1 Po
Rys. 7.10
s Ajo
- [
P2 Tp1 I ¥po
I5 A
(02 ;NI ¢O o
Nrpll NrpO
Rys. 7.11

Wymienione rownanie ma postac:

Got ¢+ d=Cm+)m
Poniewaz

o
¢0 =
T
o
¢1 =
T
o
¢2 =
rh
wigc otrzymamy
o0 o O
m——+—+—-= (2m+1)7'[.
Foo To Tp

103



7. Miejsca geometryczne pierwiastkow

Nastepnie dobieramy taka wartos¢ m, aby wyeliminowaé¢ skladniki state, bedace
wielokrotnoscia liczby Tt W tym przypadku dla m = 0 po uproszczeniu otrzymamy:

_L+L+L:O

r r,or
pO pl p2

Rozwiazanie tego rownania przeprowadzamy metoda prob zaktadajac konkretne wartosci
promieni. Wyniki obliczen dla wygody mozna zestawi¢ w tabeli, w ktorej oblicza si¢

wartos¢ lewej strony rownania (Tab. 7.1.).

Tabela 7.1.
Ip0 Tpi Tp2 Lewa strona rownania
3 2 7 0,31
2 3 8 -0,042
2,1 2,9 7,9 -0,005

Przyjmujac, ze doktadno$¢ wyzerowania sig lewej strony rownania jest w trzecim
wierszu wystarczajaca dla praktyki, mozna przyjac, ze:

rpo = 2,1 [1/s]

rp1 = 2,9 [1/s]

rp2 = 1,9 [1/s]
Tak wigc odcigta punktu rozgatezienia wynosi —2,1 [1/s]. Nastgpnie wyznaczamy kat
nachylenia asymptot, ze wzoru:

(2m +1)
a =7
utn-—v
W rozpatrywanym przypadku liczby biegundw 1 zer wynosza:
u=72
n=1
v=0

a zatem asymptoty mgp bgda nachylone pod katem:
n=@m+og=@m+0EW
Wyniki obliczen zwykle zestawia si¢ w tabeli dla kilku warto$ci m (Tab. 7.2.).
Tabela 7.2.
m 0 1 2 3
Vo [°] 60 180 300 420

Z tabeli wybieramy katy bedace rozwiazaniem zadania, czyli:
V. = 60°
V. =300°

Srodek cigzkosci asymptot wyznaczamy ze wzoru:

o, = Zpk _ZZi =_53_10=—5[1/S]

utn-v
Obecnie mozemy przystapi¢ do wykreslenia czgSci mgp znajdujacej si¢ poza osia
rzeczywista. W tym celu bgdziemy stosowa¢ warunek argumentu, ktory dla kazdego
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punktu probnego na plaszczyznie Gaussa, nalezacego do mgp, ma w tym przypadku
postac:
¢0 + ¢1 + ¢2 = (27’1’1 + 1)1800

Przyktadowo, dla punktu s, (rys. 7.12.) otrzymamy:

¢o=119[°]

¢ =41[°]

$2=20["]

m=0

podobnie dla punktu s, (rys. 7.12.) bedzie:

$o=95[°]

¢1=52[°]

¢, =33[°]

m=0

Po wykre§leniu mgp, mozemy przystapi¢ do wyskalowania wykresu w warto$ciach
czutosci statycznej Ko W tym celu zastosujemy warunek modutu, ktory dla kazdego
punktu mgp ma w tym przypadku postac:

K() = Fpol'p17p2
Przyktadowo dla punktu s, (rys. 7.12.) otrzymamy:
rp0 = 3,4 [1/s]
rp1 = 4,5 [1/s]
Iy = 8,9 [1/s]
Ko=136,2 [1/s]
Analogicznie dla punktu s, (rys. 7.12.) bedzie:
rp0 = 6 [1/s]
ro1 = 7,5 [1/5]
rpo = 11,3 [1/s]
Ko~ 508,5[1/s]

Poniewaz wspodtczynniki wzmocnienia i state czasowe uktadu maja konkretne wartosci,
wigc czuto$¢ statyczna wynikajaca z tematu zadania bedzie réwna:

KK 1,4
K,=—2%=—"—=70[/s"
T, 020, [/S]
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W zwiazku z tym metoda préb znajdujemy na mgp punkty majace obliczona wyzej czutosé
statyczna. W punktach tych znajduja si¢ pierwiastki rownania charakterystycznego uktadu,
odpowiadajze danym liczbowym z tematu zadania. Dwa pierwiastki znajduja si¢ poza osia
rzeczywista 1 wynosza:

s1=-1,95+j1,55 [1/s]
52~ -1,95 —j1,55 [1/s]

trzeci pierwiastek znajduje si¢ na osi rzeczywistej i jest rowny:
s3~-11,05 [1/s]

Na podstawie mgp stwierdzilismy zatem, ze réwnanie charakterystyczne ma dwa
pierwiastki dominujace zespolone s; 1 s,. Stala czasowa 1 liczba ttumienia, wynikajaca
z obecnosci tych pierwiastkow, wynosza odpowiednio:
11
g reo 25

¢, =cosn=cos37°=0,8
Bezpieczna praca uktadu regulacji oraz wiasciwy ksztalt jego charakterystyk czasowych
wymagaja spetnienia nieréwnosci:

0,4<¢<0,8
W rozpatrywanym przypadku mozna powiedzie¢, ze zapas stabilno$ci jest w granicach
normy, a ponadto mozna oszacowa¢ wiasnosci dynamiczne uktadu:

Acy: = 2 [%]

t,~3,6T,=3,6-0,4=1,44[s]

Przyktad 7.3. Wyznaczy¢ mgp dla nastgpujacego obiektu:

_ k(s + 5)
H(S)G(S)_ s(s - S)Es2 +2s + 5)

bieguny: s,, =-1% j4,s,=5,5,=0

zera: s =—5
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a) Asymptoty:
+ ° +5-1-1+

y:(2m 1)180 60° 20:0 S-1-1+5_8_,) o
n—v 3 3

b) Punkt rozgatezienia

D
<
~

‘rpO‘ ‘rp4‘ -
o 0T
- Il >
Rys. 7.14

SN SO B

rpl rp() rzl a + b
s, = 2,85
c) Punkt zej$cia

1 1 1 2b

-——-——t——-———=0

rpl rpO rzl az + b2
s, =-17,25
d) Czuto$¢ statyczna:
dla s, =285 - K,=14,7 dla s.=-725 , K,=1700

e) Punkt przecigcia z osia jw:
st =35 =557 +(k—25)s +5k =0

1 -5 5k
-3 k—25
k—40 sk
3
k2 =20k +1000
k —40
5k

k* =20k +1000=0
A<0- nie ma takiego wzmocnienia, aby uklad byt na

granicy  stabilnosci  tzn.  charakterystyka
przecinata oS jw.
f) Kat wyjscia gatezi:

¢1 +¢2 +¢3 +¢w _w:(2m+1)180
¢ =-115°20"

w

Przyktad 7.4. Wyznaczy¢ mgp dla nastgpujacego obiektu:

_ k(s+ )
H(s)G(s)= s(s-5)s> + st +40)
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bieguny: 5., ==6% j4,s,=5,s, =0

zera: s =—5

Rys. 7.15
a) Asymptoty:
+ ° +5-6-6+
_ (@m+1)180 —60° Z():O 5=6-6+5_2_
n-—v 3 3
b) Punkt rozgale¢zienia:
| A
‘i 7 ‘rpo“rpl‘ Ll
S DU niicping
| b
- >
Rys. 7.16
1 1 1 2b
T T 2 2 =0
Py Tho Ta a +b
Yo =2,75

¢) Czulo$¢ w punkcie rozgalezienia:
o sls- s)s? +12s + 403 __2,75(-2,25)(7.59 + 33 + 40)
s+5 7,75
d) Punkt schodzenia:
1 1 1 2b

S B )

2 2
Py Ty Ta @ +b

ro =—145

= 64,4
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e) Czulo$¢ w punkcie schodzenia:
f= o 7,45(-12,45)(55,5 — 89,5 + 40)
-245

f) Kat pod jakim wychodza gatezie:

¢+, +9, +¢, —Y = (2m +1)180

¢, =—88°15'

g) Punkt przecigcia z osia jw:

ks + 5k + l(Ds2 —5s)s? +125 +40)=0

s* +7s% =205 + (k —200)s + 5k =0
1 -20 Sk

7 k—200 2 _ -
k460 k* =505k +12000=0

7 Sk \/Z =455

—k? +505k —12000 k, =25 k, =480

k +60
5k

=227.5

Przyktad 7.5
Wyznaczy¢ mgp dla(nastq)pujqcego obiektu: (
kls +5 kis+5
H\s)Gls)= =
()50s) s(s=2)s? +125+40) s(s=2)s +(6+2,)[s + (6 -2,)

Rys. 7.17
a) Asymptoty:
+ ° +2-6-6+
y=(2m 1I80° _ (o 5, =0r2766%S S
n-v 3 3
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b) Punkt rozgatgzienia:

A

A

Iz

b

N
y
Yy

-l
-«

A
\A

Rys. 7.18

1 1 1 2b
- -+
a’+b’

oo Tho Tz
7,0 =1,05
¢) Czulo$¢ w punkcie rozgatezienia:
Cs(s—2)(s? +125+40) _ 1,05(-0,95)1,1 +12,6 + 40)
s+5 B 6,05
d) Punkt schodzenia:
1 1 1 2b

a’ +b*

k =

=885

rpl rpO rzl

0 =6,75

e) Czulo$¢ w punkcie schodzenia:
Lo (- 6,75)(-8,75)(45,5 - 81 + 40)
-1,75

f) Kat pod jakim wychodza gatezie:

g, +¢, +¢,+¢, - = (2m +1)180

¢, =121°

g) Punkt przecigcia z osia jow:

s* +10s® +165 + (k —80)s + 5k =0
1 16 5k

10 k=80 - _
k4240 . k> —180k +19,200=0

10 VA =1780
- k* — 180k = 19,200 k, =800 k, =-980

-k +240
S5k

=152
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