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W niniejszej pracy zajęto się przestrzenną analizą stateczności zboczy. Z reguły do analiz stateczności 
zboczy wykorzystuje się metody równowagi granicznej w płaskich przekrojach. Sporadycznie na świecie 
stosuje się metody równowagi granicznej rozszerzone do trzech wymiarów. Rozpatruje się wówczas sta-
teczność nie płaskich bloków lecz przestrzennych kolumn. Tutaj pokazano możliwości zastosowania prze-
strzennych i płaskich obliczeń numerycznych do analiz stateczności zboczy. Wykorzystano w tym celu 
metodę redukcji wytrzymałości na ścinanie (SSR). Pozwala ona na określenie wartości minimalnego 
wskaźnika stateczności dla dowolnego zbocza. Przeprowadzono krytyczną analizę porównawczą obliczeń 
z zastosowaniem metod równowagi granicznej i metod numerycznych. Przedstawione poniżej rozważania 
potwierdzają fakt, że w wielu przypadkach przeprowadzenie prawidłowej analizy stateczności zboczy na 
drodze klasycznych obliczeń 2D jest niemożliwe. Konieczna jest budowa przestrzennych modeli nume-
rycznych, które pozwalają na w miarę wierne odtworzenie budowy geologicznej rozpatrywanego zbocza. 

 
 
 

1. WPROWADZENIE 
 

W ostatnich kilkudziesięciu latach podejmowano liczne próby stosowania przestrzennych 
analiz stateczności skarp i zboczy. Większość z tych prób polegała na modyfikacji metod rów-
nowagi granicznej. W przestrzennych (3D) rozszerzeniach metod równowagi granicznej (limit 
equilibrium methods - LEM) rozpatruje się stateczność nie pasków (bloków) lecz kolumn 
wyodrębnionych poprzez przyjęcie trójwymiarowej powierzchni poślizgu. Pierwsze prace w 
tym zakresie pochodzą z początku lat osiemdziesiątych ubiegłego stulecia. Pomimo opracowa-
nia szeregu metod, przestrzenna analiza stateczności z wykorzystaniem LEM nie znalazła 
szerszych zastosowań praktycznych. Także przypadki stosowania przestrzennych obliczeń 
numerycznych, głównie z wykorzystaniem MES, były w XX wieku nieliczne. Znaczący 
wzrost ilości prób zastosowania obliczeń numerycznych dla przestrzennych analiz stateczności 
zboczy obserwuje się natomiast w ostatnich latach, co związane jest z rosnącymi możliwo-
ściami obliczeniowymi oraz powstaniem programów umożliwiających stosunkowo prostą 
budowę modeli trójwymiarowych. 



Przykładem zastosowanie przestrzennych obliczeń może być praca Zettlera et al. (1999), 
którzy przeprowadzili analizę wpływu kształtu zboczy na ich stateczność w 3D. Rozpatrywali 
oni m. in. przypadki zboczy wklęsłych i wypukłych oraz badali jak zmienność wskaźnika 
stateczności zbocza w zależności od jego geometrii. Lorig i Varona (2000) zastosowali metodę 
redukcji wytrzymałości na ścinanie (shear strength reduction – SSR - szczegółowy opis tej 
metody można znaleźć w pracach Cały i Flisiaka, 2001, 2002 oraz 2003a,b) dla przestrzennej 
analizy stateczności zboczy kopalni odkrywki Boinas East w Hiszpanii. 

Poisel et al. (2001) wykorzystali program FLAC3D (oparty o metodę różnic skończonych - 
MRS) dla modelowania osuwisk zboczy skalnych w Austrii. Udało im się zbudować wiary-
godny przestrzenny model zweryfikowany pomiarami przemieszczeń powierzchni. Ledesma et 
al. (2002) pokazali kilka przykładów przestrzennych analiz stateczności z zastosowaniem 
programów FLAC3D i DRAC (MES) uzyskując dużą zgodność wyników obliczeń. Peybernes 
(2003) zastosował z powodzeniem FLAC3D dla analizy stateczności zapory ziemnej, stwier-
dzając, że tylko wyniki obliczeń w 3D były zgodne z pomiarami in situ.  

Suarez i Gonzalez (2003) wykorzystali procedurę SSR do przestrzennych analiz stateczno-
ści zboczy w kopalni odkrywkowej złota w Bonias East (Hiszpania). Bardzo interesujący mo-
del rozwoju osuwiska w czasie, z uwzględnieniem zmiennych stosunków wodnych, przedsta-
wili w swej pracy Commend et al. (2004). W pierwszej kolejności wykalibrowali parametry 
modelu w oparciu o pomierzone przemieszczenia, a następnie symulowali różne sposoby po-
prawy warunków stateczności zbocza. Pasculli et al. (2006) zajęli się przestrzenną analizą 
stateczności zbocza w pobliżu Roccamontepiano (Włochy) z zastosowaniem procedury SSR 
zaimplementowanej w programie FLAC3D. Przeprowadzili oni serię 53 obliczeń numerycz-
nych dla tego samego zbocza stosując losowy rozkład parametrów wytrzymałościowych i 
ciężaru objętościowego (c, ϕ, γ), w zakresach stwierdzonych podczas badań laboratoryjnych. 
Doprowadziło to do uzyskania rozrzutu wartości wskaźnika stateczności (FS – factor of safety) 
w granicach od 1.25 do 1.6.  

Od wielu lat prace dotyczące przestrzennej analizy stateczności zboczy zbrojonych za po-
mocą pali lub kotwi publikują Cai i Ugai (2003, 2004). Rozpatrują oni z reguły stosunkowo 
proste przestrzenne modele zboczy z jednym palem lub kotwią i określają FS w oparciu o SSR. 
Podobne rozważania można także znaleźć w pracy Chena i Martina (2001) oraz Navina et al. 
(2005), ale niestety nie kończą oni swych przestrzennych analiz obliczeniami FS.  

Tapia i Gomez (2006) przeprowadzili bardzo ciekawe przestrzenne analizy stateczności 
zbocza zachodniego odkrywkowej kopalni miedzi Radomiro Tomic (Chile) z wykorzystaniem 
programu FLAC3D. Uzyskali oni bardzo dobrą zgodność wyników obliczeń z przemieszcze-
niami pomierzonymi in situ. Po wykalibrowaniu w ten sposób modelu numerycznego, sformu-
łowali kryterium utraty stateczności zbocza, stwierdzając że następuje to po przekroczeniu 
granicznej prędkości przemieszczeń 2.5·10-6 m/s, które bardzo dobrze sprawdza się w warun-
kach rzeczywistych. 

Sporadycznie do przestrzennych analiz stateczności zboczy wykorzystuje się modelowanie 
z zastosowaniem Metody Elementów Odrębnych (Distinct Element Metod – DEM). W ostat-
nich latach można jednakże wskazać kilka przykładów takiego podejścia do problematyki 
stateczności zboczy. Najczęściej są to zbocza skalne z wyraźnie wyróżniającymi się sieciami 
spękań pozwalającymi na wyodrębnienie poszczególnych bloków. Takie przykłady można 
m.in. znaleźć w pracy Valdivii i Loriga (2000), którzy zbudowali przestrzenny model kopalni 
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odkrywkowej Escondida (Chile) z zastosowaniem programu 3DEC. Ten sam program wyko-
rzystali także Ferrero et al. (2004) do analizy stateczności zboczy skalnych w rejonie Arnad 
(Włochy). Poisel et al. (2002) także zastosowali 3DEC do analizy stateczności zboczy skal-
nych charakteryzujących się skomplikowaną budową geologiczną. 

Dla analizy dużych obszarów (zwykle na terenach górzystych) z punktu widzenia zagroże-
nia osuwiskami często stosowane są metody oparte o GIS (geographical information system). 
Z reguły, za pomocą GIS buduje się przestrzenną mapę ukształtowania terenu i następnie na-
rzuca się na nią informacje o budowie geologicznej i własnościach wytrzymałościowych (bar-
dzo kompletny przegląd metod budowy przestrzennych map powierzchni można znaleźć w 
pracy Van Westena, 2004). Następnie formułuje się zazwyczaj prosty warunek równowagi i 
oblicza się na jego podstawie rozkład wskaźników stateczności (Jibson et al. 2000; Donati i 
Turrini, 2002; Coe et al. 2003; Mora et al. 2003; Ayalev et al. 2004; Duman et al. 2005; Saha 
et al. 2005; Fall et al. 2006; Clerici et al. 2006). Należy jednakże zauważyć, że analizy warun-
ków równowagi prowadzone są z reguły dla prostych modeli, o nieskomplikowanej budowie 
geologicznej i geometrii. Często rozpatruje się stateczność zbocza o nieograniczonej długości 
z uwzględnieniem (lub nie) filtracji. Przykładowo w pracy Babu i Mukesh (2002) analizy 
stateczności prowadzono przy założeniu płaskiej powierzchni poślizgu (metoda Cullmana, 
1875). Przyjęcie takiej metodyki określania wskaźników stateczności może być wiarygodne 
tylko w specyficznych warunkach geologicznych, gdzie występują wyraźnie ukierunkowane 
powierzchnie nieciągłości. W innym przypadku może prowadzić to do popełnienia istotnych 
błędów. Przykładowo stosując metodę Cullmana dla zbocza o wysokości 20 m, kącie nachyle-
nia 40o, ciężarze objętościowym 20 kN/m3, kącie tarcia wewnętrznego 20o i kohezji równej 20 
kPa – otrzymuje się wartość wskaźnika stateczności równą 1.371. Stosując metodę Bishopa do 
analizy zbocza o takich samych parametrach otrzymuje się wartość wskaźnika stateczności 
równą 1.001. 

Wyjątkiem na tle cytowanych powyżej artykułów są prace Xie et al. (2003a,b, 2004a,b, 
2006a,b) oraz Wanga et al. (2006), w których autorzy przedstawili metodę analizy stateczności 
zboczy w 3D opartą na systemie GIS. Rozpatrywali oni równowagę kolumny gruntu (jedno-
rodnej lub wielowarstwowej) zakończonej płaszczyzną poślizgu. Dla jej zadanej geometrii 
określali FS oparty na warunku równowagi Coulomba-Mohra. Zakładali oni, że powierzchnie 
poślizgu mają kształt pobocznicy elipsoidy obrotowej. W swojej pracy przedstawiają przykła-
dy analiz stateczności w 3D dla jednorodnego oraz dla zawodnionego zbocza złożonego z 4 
warstw przeciętych dodatkowo uskokiem. Niestety, nie ma możliwości weryfikacji tych roz-
wiązań za pomocą SSR, albowiem oba analizowane przypadki nie wykazują przestrzennego 
zróżnicowania litologii. Wyniki uzyskane z SSR w 3D byłyby więc zbliżone do wartości FS 
uzyskanej z rozwiązania płaskiego. 

Podejmowane są także próby opracowania systemów służących do przestrzennych analiz 
stateczności zboczy opartych na logice rozmytej (Ercanoglu i Orcenoglu, 2002, 2004; Sabota 
et al. 2006) lub sieciach neuronowych (Fernandez-Steeger et al. 2002; Lee et al. 2003; Lee et 
al. 2004; Sakellariou i Ferentiniu, 2005; Yesilnacar i Topal, 2005; Kanungo et al. 2006; Neau-
pane i Piantanakulchi, 2006). Trudno jest tutaj formułować jednoznaczne poglądy na możli-
wości zastosowania tych metod. Wydaje się jednak, że istotną przeszkodą do ich powszechne-
go wykorzystania jest konieczność budowy bazy danych obejmujących zaistniałe przypadki 
osuwisk, które wystąpiły w charakterystycznym, pod względem geomorfologicznym, rejonie. 
Nie byłyby to w takim razie metody uniwersalne, a ich stosowalność na szeroką skalę byłaby 
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dość ograniczona.  
Warto w tym miejscu wspomnieć o pewnych możliwościach zastosowania satelitarnej in-

terferometrii radarowej (SAR) dla identyfikacji rejonów wzrastających przemieszczeń. SAR 
była już w Polsce stosowana do monitoringu przemieszczeń wywołanych działalnością górni-
czą na obszarach GZW i LGOM (Krawczyk i Perski, 2000). W literaturze światowej można od 
kilku lat napotkać prace dotyczące zastosowania SAR dla monitoringu i kontroli terenów za-
grożonych osuwiskami (Berardino et al. 2003;  Tarchi et al. 2003; Colesanti et al. 2003; Squ-
arzoni et al. 2003; Antonello et al. 2004;  Barbieri et al. 2004; Casagli et al. 2004; Colesanti i 
Wasowski, 2004; Wasowski et al. 2004; Crosetto et al. 2005; Catani et al. 2005; Saha et al. 
2005; Squarzoni et al. 2005; Bovenga et al. 2006; Cotecchia, 2006; Colesanti i Wasowski, 
2006; Farina et al. 2006; Messina et al. 2006; Perrone et al. 2006). Najlepsze kompendium 
wiedzy na ten temat można znaleźć w pracy Singhroy’a (2004). Dokładność pomiaru prze-
mieszczeń pionowych uzyskiwana w SAR może nawet sięgać kilku milimetrów. Niestety 
istotną wadą tych pomiarów jest ich zbyt niska częstotliwość. Interferogramy dla naszej części 
Europy można uzyskiwać z satelitów ERS-1 (tylko materiały archiwalne) i ERS-2, których 
czas obiegu wynosi 35 dni. Obserwacje z taką częstotliwością nadają się do monitoringu du-
żych zboczy, których utrata stateczności może być istotnym zagrożeniem. W przypadkach 
kopalni odkrywkowych mogą to być np. zwałowiska zewnętrzne. 

W pracach Lapenna et al. (2003), Bichlera et al. (2004), Merc et al. (2005), Donelly at al. 
(2005), Wu et al. (2005), Rocha et al. (2006), Chelli et al. (2006), Otto i Sass (2006), Borgatti 
et al. (2006), Drahora et al. (2006) oraz Tullen et al. (2006) pokazano z kolei ciekawe przykła-
dy zastosowania profilowań elektrooporowych, prześwietleń sejsmicznych oraz badań geora-
darowych dla przestrzennej identyfikacji powierzchni poślizgu. 

 
 

2. WPŁYW WARUNKÓW BRZEGOWYCH NA WYNIKI PRZESTRZENNYCH 
ANALIZ STAECZNOŚCI 

 
Właściwe przyjęcie warunków brzegowych jest kwestią niezwykle istotną w przypadku 

przestrzennych analiz stateczności zboczy. Warunki brzegowe dla przypadku płaskiego stanu 
odkształcenia nie wzbudzają większych emocji. Na ogół wszyscy są zgodni, że powinny to być 
utwierdzenia w obu kierunkach dla dolnej krawędzi tarczy oraz utwierdzenie w kierunku osi 
poziomej dla obu krawędzi bocznych. Warunki brzegowe dla stanu 3D nie są już tak jedno-
znaczne. W pierwszej kolejności wspomnieć należy, że mało kto porusza tą kwestię. Na ogół 
nie poświęca się jej uwagi skupiając się na prezentacji wyników obliczeń.  

Interesująco na tym tle wyglądają rozważania Chugha (2003), który zajmuje się tym pro-
blemem. Stwierdza on, że na dowolnej powierzchni bocznej modelu powinny być przyjęte 
warunki brzegowe przemieszczeniowe lub naprężeniowe. Następnie rozważa wpływ całego 
szeregu różnych kombinacji warunków brzegowych na obliczone dla nich wartości wskaźnika 
stateczności. Generalnie zaleca on wykorzystanie w obliczeniach 3D warunków przemieszcze-
niowych, co wydaje się słuszne. Tylko w uzasadnionych przypadkach (np. gdy dysponuje się 
wynikami pomiarów pierwotnego stanu naprężenia w masywie, które wskazują, że K0≥1) 
celowe jest zastosowanie warunków naprężeniowych na powierzchniach bocznych, lub też dla 
całej bryły modelu. 
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W większości przypadków zatem, przemieszczeniowe warunki brzegowe powinny wyglą-
dać następująco (rys.1): 

 

x
z

x

y

z

y z

x
y

 
 

Rys.1. Przemieszczeniowe warunki brzegowe dla przestrzennej analizy stateczności zboczy 
 
- zerowe przemieszczenia w kierunkach wszystkich osi na dolnej płaszczyźnie modelu, 
- zerowe przemieszczenia w kierunku osi x dla obu płaszczyzn yz, 
- zerowe przemieszczenia w kierunku osi y dla obu płaszczyzn xz. 
Przyjęcie takich warunków brzegowych powoduje, że (pod warunkiem przyjęcia odpo-

wiednich wymiarów modelu) nie będą one miały wpływu na proces utraty stateczności zbocza. 
Zdecydowanie największe kontrowersje budzą tutaj założenia odnośnie do warunków 

brzegowych na obu płaszczyznach bocznych modelu. W pracy Chugha (2003) przeprowadzo-
ne są obliczenia przy przyjęciu pewnej określonej budowy geologicznej zbocza. Abstrahując 
od szczegółów powiedzmy tylko, że budowa ta jest niezmienna w kierunku osi y (rys. 1). Dla 
przypadku płaskiego stanu odkształcenia, obliczenia z zastosowaniem programu FLAC2D dały 
w efekcie wartość FS=1.64. Przyjmując, przemieszczeniowe warunki brzegowe Chugh otrzy-
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mał wartość FS=1.71, co jest wartością wiarygodną (model obliczeniowy miał niezbyt wielki 
wymiar w kierunku osi y). Powiększając wymiar modelu w kierunku osi y, wartości FS powoli 
zmierzałyby do wartości określonych w płaskim stanie odkształcenia. Dalej Chugh (2003) 
przeprowadza obliczenia przyjmując zerowe przemieszczenia w kierunku osi x i y dla obu 
płaszczyzn xz. W efekcie uzyskuje on wzrost wartości wskaźnika stateczności do FS=2.26. 
Nie jest to wartość prawidłowa dla przyjętej budowy geologicznej zbocza. Nie ma, w tym 
przypadku, żadnego uzasadnienia dla zerowania przemieszczeń poziomych w obu kierunkach 
na płaszczyznach bocznych modelu. 

Podobny przypadek opisany jest w pracy Jianga et al. (2003). Jej autorzy także prezentują 
dość swobodne podejście do warunków brzegowych. Przedstawiają oni obliczenia FS dla 
jednorodnego zbocza z zastosowaniem przestrzennych LEM, a konkretnie uproszczonej meto-
dy Janbu. Obliczenia przeprowadzono dla trzech modeli charakteryzujących się zróżnicowa-
nymi wymiarami w kierunku prostopadłym do płaskiego przekroju zbocza. Wraz ze wzrostem 
tego wymiaru spadają jednocześnie wartości FS. I tak dla szerokości L1=48 m otrzymano war-
tość FS1=1.71, dla L2=80 m otrzymano FS2=1.65, zaś dla L3=112 m otrzymano FS3=1.62. 
Zarówno wartości FS jak i kształty i lokalizacje powierzchni poślizgu są tutaj zdecydowanie 
wymuszone przyjętymi warunkami brzegowymi. Trudno więc uznać takie wyniki obliczeń za 
wiarygodne. 

Z inną sytuacją mamy do czynienia gdy płaszczyzny (czy też powierzchnie) boczne modelu 
wynikają z naturalnych jego ograniczeń. Taką sytuację opisują Yu et al. (2005), którzy zaj-
mowali się przestrzennymi analizami stateczności tamy. Była ona zbudowana z gruntów i 
gruntów skalistych i jej naturalnymi ograniczeniami były skalne zbocza kanionu. 

 
 

3. STATECZNOŚĆ ZBOCZY ZAKRZYWIONYCH 
 

Jest faktem ogólnie znanym i potwierdzonym na wielu przykładach praktycznych (Hoek i 
Bray, 1981; Hoek et al. 2000), że wklęsłe i wypukłe zbocza zakrzywione (rys.2) charakteryzu-
ją się różnymi wartościami FS.  

Wspominają o tym już Piteau i Jennings w 1970 roku, którzy na podstawie obserwacji sta-
teczności wklęsłych zboczy skalnych, stwierdzili, że dla promieni równych R=60 m stateczne 
były zbocza nachylone pod kątem 39.5o, zaś dla promienia R=300 m stateczność zapewniał kąt 
27.3o. Hoek i Bray (1981) przedstawiają szereg wniosków ze swoich doświadczeń z wklęsłymi 
zboczami. Sugerują, że jeżeli promień zbocza jest mniejszy od jego wysokości to kąt nachyle-
nia zbocza może być o 10o większy niż to wynika z analiz w płaskich przekrojach. Dla pro-
mienia dwukrotnie większego niż wysokość zbocza należy zaniechać poprawki ze względu na 
krzywiznę (dla wartości promienia pomiędzy (1÷2)H należy interpolować poprawkę). Zalece-
nia te zostały potwierdzone poprzez obliczenia numeryczne z zastosowaniem SSR (przy wyko-
rzystaniu programu FLAC), przeprowadzone przez Loriga (1999) oraz Loriga i Varone (2000). 
Badali oni stateczność wklęsłego zbocza o wysokości 500 m i kącie nachylenia 45o. W pierw-
szym rzędzie sprawdzali oni jaki wpływ na wartość FS ma wzrost promienia. Następnie, dla 
danych promieni określali, jakie są dopuszczalne kąty nachylenia zbocza (przy zachowaniu 
FS=1.3). Wyniki tych obliczeń zamieszczono w tabeli 1. 
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Tabela 1. Wyniki obliczeń numerycznych z prac Loriga (1999) oraz Loriga i Varona (2000) 
Wpływ promienia (R) na wartości FS zbocza o kącie nachylenia α=45o 

R=100 m R=250 m  R=500 m  R=∞ 
α=45o FS=1.75 FS=1.65 FS=1.55 FS=1.3 

Wpływ promienia (R) na kąt nachylenia zbocza przy założeniu FS=1.3=constans  
R=100 m R=250 m  R=500 m  R=∞ FS=1.3 

α=75o α=65o α=55o α=45o 
 

R

 
 

Rys. 2a. Zakrzywione zbocze wklęsłe (concave) 
 
Wyniki te potwierdzają w pełni zalecenia Hoeka i Braya (1981). Należy jednakże zazna-

czyć, że korzystny wpływ wklęsłości zbocza na jego wskaźnik stateczności może być zniwe-
lowany np. poprzez istnienie powierzchni nieciągłości, uskoków etc.  

Suarez i Gonzalez (2003) także zwracają uwagę na korzystny wpływ wklęsłości zbocza na 
jego stateczność. Przeprowadzone przez nich obliczenia z zastosowaniem SSR wykazują, że 
wartość FS w przypadku zbocza wklęsłego może być większa nawet o około 0.45, co potwier-
dza wyniki obliczeń Loriga i Varony (2000). 
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R

 
 

Rys. 2b. Zakrzywione zbocze wypukłe (convex) 
 
Dla weryfikacji wcześniej opisanych rozważań przeprowadzono serię obliczeń numerycz-

nych dla zboczy wklęsłych i wypukłych. Ze względu na geometrię ograniczono się do analizy 
ćwiartki modelu (rys 2a i 2b), przyjmując na brzegach odpowiednie warunki przemieszcze-
niowe. Przyjęto, że jednorodne zbocze o wysokości 10 m i kącie nachylenia 45o jest zbudowa-
ne z gruntu o kohezji równej 9 kPa, kącie tarcia wewnętrznego 25o i ciężarze objętościowym 
równym 20 kN/m3. Promień dla zboczy wklęsłych i wypukłych zmieniano od 0 m do 5000 m.. 
We wszystkich obliczeniach przeprowadzonych w niniejszej pracy grunt traktowano jako 
ośrodek sprężysto-idealnie-plastyczny Coulomba-Mohra. Wyniki obliczeń, w postaci zależno-
ści FS od promienia, pokazano na rys. 3 w skali logarytmicznej (stąd też brakuje na wykresach 
wyników dla promienia R=0, wartości FS wynoszą 1.48 i 1.22 odpowiednio dla zbocza wklę-
słego i wypukłego). Z wykresów tych wynika, że zarówno zbocza wklęsłe jak i wypukłe cha-
rakteryzują się większymi wartościami FS niż zbocza analizowane w płaskim stanie odkształ-
cenia (PSO). Ostatecznie, przy R→ ∞, wartości FS dla obu przypadków zmierzają do wartości 
dla PSO, czyli w analizowanym, przypadku do FS=1. 
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Rys.3. FS w funkcji promienia dla zboczy wklęsłych, wypukłych oraz PSO 
 
Obliczenia przeprowadzone dla modeli osiowo-symetrycznych zostały potwierdzone przez 

obliczenia przeprowadzone w 3D. Na rys. 4 pokazano powierzchnię poślizgu zidentyfikowaną 
(poprzez rozkład odkształceń postaciowych) dla modelu wklęsłego dla promienia równego 10 
m. Z modelu przestrzennego uzyskano wartość FS = 1.19, co bardzo dobrze koresponduje z 
wartością FS =1.2 uzyskaną z modelowania osiowo symetrycznego.  

Na rys. 5 pokazano, podobnie jak w poprzednim przypadku, powierzchnię poślizgu dla 
modelu wypukłego dla promienia równego 10 m. Ponownie uzyskana dla modeli 3D wartość 
FS=1.06 jest bardzo zbliżona do wartości FS =1.07 uzyskanej z modelowania osiowo syme-
trycznego. Praktycznie, dla rozpatrywanych powyżej zboczy wklęsłych, można stwierdzić, że 
wartość FS jest istotnie wyższa (o około 0.1) od przypadku w PSO dla promienia około 5-
krotnie większego od wysokości zbocza. 
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Rys.4 Powierzchnia poślizgu zidentyfikowana dla zbocza wklęsłego, FS=1.19 
 

 
 

Rys.5 Powierzchnia poślizgu zidentyfikowana dla zbocza wypukłego, FS=1.06 
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Dla przypadku zboczy wypukłych istotny wzrost występuje tylko przy niewielkich warto-
ściach promienia oscylujących około 0.6H. Widać więc, że w przypadku zboczy wypukłych 
wzrost wartości FS jest stosunkowo niewielki (ale miły dla mieszkańca Krakowa – chociażby 
ze względu na ilość kopców w mieście i okolicach). Do zbliżonych wniosków dochodzą Jiang 
et al. (2003), którzy analizują zbocza wklęsłe, wypukłe oraz w PSO uzyskują dla nich odpo-
wiednio wartości FS równe 1.87, 1.7 i 1.48. Analizy te będą szczegółowo omówione w dalszej 
części tej pracy.  

Dla dalszej weryfikacji przypadku zbocza wypukłego wykonano obliczenia dla modelu bę-
dącego złożeniem zbocza wypukłego i wału. Rozpatrzono mianowicie wał o długości 60 m 
(własności gruntów dokładnie jak w poprzednich analizach) zakończony połową zbocza wy-
pukłego. Ze względu na podwójną symetrię rozpatrzono ćwiartkę modelu. W rezultacie obli-
czeń uzyskano wartość FS równą 1.03 i powierzchnię poślizgu obejmującą zbocze wału oraz 
częściowo zbocze wypukłe (rys.6). Można przypuszczać, że dla wału o coraz większej długo-
ści uzyskiwanoby wartości FS zmierzające do 1.0, co jest wartością określoną dla PSO. Po-
twierdza to fakt, że wał, a nie jego zakrzywione (wypukłe) zakończenie, jest tutaj najsłabszym 
elementem. 

 

 
 

Rys.6. Powierzchnia poślizgu obejmująca wał i częściowo jego zakrzywione zakończenie 
 
Wyniki te potwierdzają także obliczenia Brząkały (2003), który po wykonaniu szeregu 

analiz numerycznych, szacuje wzrost wartości FS dla (niezawodnionych) zboczy zarówno 
wklęsłych i wypukłych, na około 10-15 %.  

Potwierdza to hipotezę, że błędne jest stwierdzenie, iż zbocze wypukłe charakteryzuje się 
mniejszą wartością FS niż (geometrycznie podobne) zbocze w PSO. Taki błąd został przykła-
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dowo popełniony w pracy Zettlera et al. (1999). Jej autorzy analizowali stateczność jednorod-
nego zbocza o wysokości 25 m nachylonego pod kątem 63.43o do poziomu (własności gruntu: 
c=38 kPa, ϕ=45o, γ=25.7 kN/m3). Obliczenia przeprowadzono dla modeli 3D z zastosowaniem 
SSR. Dla weryfikacji wyników tych obliczeń przeprowadzono obliczenia wartości FS z zasto-
sowaniem SSR dla modeli osiowo-symetrycznych. Wyniki obu serii obliczeń zamieszczono w 
tabeli 2.  
 

Tabela 2 Wyniki obliczeń weryfikujących pracę Zettlera et al. (1999) 
 

Wskaźnik stateczności - FS 
Zbocze Zettler et al. (1999) Obliczenia 

własne 
wklęsłe 1.83 1.71 

wy-
pukłe 1.37 1.32 

PSO 1.41 1.24 
 

Wyniki obliczeń weryfikujących wskazują na duże różnice w wartościach FS. Różnice w 
wartościach FS dla zboczy wklęsłego i wypukłego wynoszą odpowiednio 0.12 i 0.05, co moż-
na (z pewnym przybliżeniem) uznać za różnice akceptowalne. Jednakże różnica pomiędzy 
wartościami FS dla PSO jest już znacząca i wynosi 0.17. Zdecydowanie nie jest to rezultat 
prawidłowy i mylnie wskazuje na wyższą wartość wskaźnika stateczności dla zbocza w PSO w 
porównaniu do zbocza wypukłego. 

Wątpliwe wyniki obliczeń dotyczących stateczności zboczy wklęsłych i wypukłych można 
także znaleźć w pracy Chenga et al. (2005). Zastosowali oni metody Bishopa i Janbu do obli-
czeń stateczności zboczy wklęsłych i wypukłych w 3D. Analizowali stateczność zbocza o 
wysokości 10 m i kącie nachylenia 45 stopni dla różnych promieni (grunt charakteryzował się 
parametrami: c=10 kPa, ϕ=36o, γ=19.5 kN/m3). Dla takich samych zboczy przeprowadzono 
obliczenia z zastosowaniem SSR, wykorzystując osiową symetrię zagadnienia. Na rys. 7 poka-
zano porównanie wyników obliczeń dla zboczy wklęsłych.  

Widać wyraźnie, że wartości FS uzyskane z obliczeń z zastosowaniem metod Bishopa i 
Janbu są wyraźnie wyższe od FS otrzymanych z obliczeń numerycznych. Dla niewielkich 
wartości promieni wartości FS określone za pomocą SSR gwałtownie rosną – niestety nie 
można ich porównać z wynikami obliczeń metodami Bishopa i Janbu bo tych w pracy Chenga 
et al. (2005) nie zamieszczono. 

Na rys. 8 przedstawiono, analogicznie jak poprzednio, porównanie wyników obliczeń dla 
zboczy wypukłych. Podobnie jak poprzednio wartości FS uzyskane z obliczeń z zastosowa-
niem metod Bishopa i Janbu są wyraźnie wyższe (o ponad 0.1) od FS otrzymanych z obliczeń 
numerycznych. Tutaj jednakże widać zupełnie odwrotną tendencję wyników obliczeń z zasto-
sowaniem LEM w porównaniu do obliczeń SSR. Wraz ze wzrostem promienia wartości FS 
uzyskane z LEM rosną, co jest tendencją niezbyt wiarygodną. Zupełnie odwrotnie wyniki SSR 
– wykazują niewielki wzrost FS w miarę zmniejszania się promienia, co jest trendem intuicyj-
nie prawidłowym. 
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Rys.7. Porównanie wartości FS z pracy Cheng et al. (2005) i otrzymanych z SSR – zbocze wklęsłe 
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Rys.8. Porównanie wartości FS z pracy Cheng et al. (2005) i otrzymanych z SSR – zbocze wypukłe 
 
Jak wynika z przedstawionych powyżej przykładów, tendencja do uzyskiwania niższych 

wartości FS z obliczeń z zastosowaniem SSR w porównaniu z LEM w 3D jest dosyć częsta. 
Podobne wyniki uzyskano w pracy Xinga (1988). Przedstawia on wyniki obliczeń dla wklę-
słych zboczy w 3D za pomocą metody LEM opartej na metodzie Felleniusa. Rozpatrywał on 
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zbocze o wysokości 400 m i kącie nachylenia 35 stopni dla różnych promieni (grunt charakte-
ryzował się parametrami: c=600 kPa, ϕ=20o, γ=27 kN/m3). Porównanie wyników obliczeń 
przeprowadzonych w pracy Xinga (1988) z obliczeniami SSR z wykorzystaniem modeli osio-
wo-symetrycznych i w PSO pokazano na rys. 9.  

Ze względu na dużą wysokość zbocza, wartości FS pokazano w funkcji stosunku promie-
nia do wysokości zbocza (R/H). Widać wyraźnie, że wartości FS otrzymane z SSR są mniejsze 
od wartości określonych za pomocą LEM. Początkowo (dla niewielkich wartości promienia) te 
różnice dochodzą nawet do około 0.3, aby następnie spaść do około 0.1 w PSO.  
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Rys. 9. Porównanie wartości FS z pracy Xinga (1988) i otrzymanych z SSR  
 
Ciekawe analizy stateczności zboczy wklęsłych (a dokładnie stożkowych) z zastosowaniem 

przestrzennych analiz LEM przedstawiono w pracy Leshchinski i Huang (1992). Niestety 
zamieszczony tam ubogi opis uniemożliwia budowę modeli i wykonanie obliczeń weryfika-
cyjnych z zastosowaniem SSR.  

Interesujące przestrzenne analizy stateczności zboczy z zastosowaniem uproszczonej me-
tody Janbu przedstawiono w pracy Jianga et al. (2003). Jej autorzy analizowali stateczność 
jednorodnych zboczy o wysokości 8 m, nachyleniu 33.7o, promieniu równym 18 m w 2D i 3D. 
Przyjęto, że zbocze zbudowane jest z gruntu posiadającego następujące parametry: 
c=11.7 kPa, ϕ=24.7o, γ=17.66 kN/m3. 

Dla weryfikacji wyników tych obliczeń przeprowadzono analizy płaskie i przestrzenne z 
zastosowaniem SSR. Wyniki przeprowadzonych obliczeń pokazano w tabeli 3.  
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Tabela 3 Wyniki obliczeń weryfikujących pracę Jianga et al. (2003) 

Wskaźnik stateczności - FS Zbocze Jiang et al. (2003) SSR 3D 
wklęsłe 1.87 1.86 
wypukłe 1.70 1.76 

PSO 1.48 1.61 
 

Zidentyfikowane, za pomocą SSR, powierzchnie poślizgu dla przypadku zbocza wklęsłego 
i wypukłego pokazano na rys. 10a,b.  

 

 
 

Rys.10a. Powierzchnia poślizgu zidentyfikowana za pomocą SSR dla zbocza wklęsłego 
 
Jak dotychczas jest to jedyny przypadek, gdy analizy SSR dla zboczy wypukłych dały 

większą wartość wskaźnika stateczności niż przestrzenne analizy LEM. Dość ciekawie wyglą-
dają także wyniki analiz LEM dla przypadku 2D. Obliczenia kolejnymi metodami dały nastę-
pujące wartości FS: Bishop: FS=1.608, Fellenius: FS=1.53, Janbu: FS=1.493, Spencer: 
FS=1.605. Niemniej jednak różnica ta nie jest zbyt duża i wynosi zaledwie 0.06. Duża zgod-
ność wyników występuje dla przypadku zbocza wklęsłego - różnica w wartościach FS wynosi 
zaledwie 0.01.  

Podsumowując można stwierdzić, że wyniki obliczeń numerycznych wskazują jedno-
znacznie iż wartość wskaźnika stateczności zboczy wklęsłych i wypukłych jest większa niż w 
przypadku zboczy analizowanych w płaskim stanie odkształcenia. Dla analizowanych zboczy 
wklęsłych wartość FS jest istotnie wyższa (o 0.1) od przypadku w PSO dla promienia około 5-
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krotnie większego od wysokości zbocza. Dla rozpatrywanych zboczy wypukłych istotny 
wzrost FS występuje tylko przy małych wartościach promienia oscylujących około 0.6H. 
Można zatem stwierdzić że w przypadku zboczy wypukłych wzrost ten jest stosunkowo nie-
wielki.  

 

 
 

Rys.10b. Powierzchnia poślizgu zidentyfikowane za pomocą SSR dla zbocza wypukłego 
 
 

4. ANALIZA STATECZNOŚCI ZBOCZY W 2D I 3D Z ZASTOSOWANIEM SSR 
 

Na ogół uważa się, że prowadzenie obliczeń w różnych przekrojach płaskich daje w efek-
cie wiarygodne wyniki analiz sytuacji (w rzeczywistości) przestrzennych. Należy jednak za-
uważyć, że w pewnych przypadkach zachodzi konieczność wykonania przestrzennych analiz 
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ze względu na budowę geologiczną. Analizy stateczności w płaskich przekrojach prowadzą 
wówczas do nadmiernego uproszczenia problemu.  

Już Stark i Eid (1998) w podsumowaniu artykułu dotyczącego przestrzennych analiz sta-
teczności zboczy stwierdzają ,że „A 3D analysis is beneficial in designing slopes with compli-
cated topography, shear strength, and/or pore-water pressure condition”. 

Bromhead (2004) z kolei pisze: “…there are numerous cases where slope failure cannot 
even approximately be represented by the 2D case, and the analysis of several sections is ei-
ther impractical or inappropriate”. Pokazuje on także kilka przykładów osuwisk nadmorskich 
klifów w hrabstwie Kent (Wielka Brytania), gdzie wartość wskaźnika FS dla przypadku 3D 
była mniejsza niż dla przypadku 2D. We wnioskach końcowych stwierdza zaś jednoznacznie: 
„Since a number of practical cases are intransigent unless dealt with by 3-D analysis, 3-D 
analysis appears likely to find a ready place in the landslide engineer’s toolbox. This finding 
also applies to continuum methods, so that existing 2-D continuum codes (e.g. FE and FD 
based methods) will prove equally inadequate for those particular cases.” 

Dla określenia różnic pomiędzy wynikami obliczeń w 2D i 3D przeprowadzono cykl symu-
lacji numerycznych (Cała et al. 2006). Zajęto się tutaj problemem analizy stateczności 10-cio 
metrowego nasypu o nachyleniu 45o. Geometrię modelu przyjętego do obliczeń pokazano na 
rys. 11. Ze względu na symetrię modelu, tylko jego połowa była uwzględniana w obliczeniach. 
Założono, że jednorodny nasyp posadowiony jest na podłożu w którym lokalnie występuje 
słaba warstwa gruntu (c = 6 kPa i ϕ=5o) o szerokości równej 20 m i zmiennej długości L. Dłu-
gość słabej warstwy w podłożu zmieniała się od 1 m to 50 m (czyli w pełnym modelu od 2 m 
do 100 m). Założono, że miąższość warstwy słabego podłoża będzie kolejno przyjmować 
wartości 1 m, 2 m i 3 m.  W tabeli 4 zebrano własności warstw gruntowych.  

Analizy stateczności dla różnych wariantów przeprowadzono z zastosowaniem programów 
FLAC i FLAC3D oraz programu SLOPE/W. Wyniki obliczeń dla przypadku 2D zamieszczo-
no w tabeli 5. Na rys. 12 pokazano powierzchnie poślizgu zidentyfikowane w toku płaskich 
analiz SSR i LEM (metoda Bishopa) dla warstwy słabego podłoża o grubości 1 m. Widać tutaj 
dobrą zgodność jeżeli chodzi o generalną lokalizację powierzchni poślizgu. Należy jednakże 
zauważyć jej inny kształt określony na podstawie SSR oraz nieco niższą wartość FS. Wzrost 
grubości słabej warstwy w podłożu prowadzi do obniżenia się wartości FS, ale intensywność 
tego procesu maleje.  

 
Tabela 4. Własności warstw gruntowych. 

Warstwa Kohezja, kPa Kąt tarcia wewnętrznego, deg Ciężar objętościowy, kN/m3  
Nasyp 20 28 20 

Podłoże 50 10 20.5 
Słabe podłoże 6 5 20 
 
Tabela 5. Porównanie wyników obliczeń 2D. 

Miąższość warstwy słabego podłoża LEM (metoda Bishopa) SSR 
Brak słabego podłoża (g = 0 m) 1.531 1.52 
Słabe podłoże o miąższości g = 1 m 0.997 0.91 
Słabe podłoże o miąższości g = 2 m 0.801 0.75 
Słabe podłoże o miąższości g = 3 m 0.729 0.71 
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Rys. 11. Geometria modelu przyjęta do obliczeń 
 

 
 

Rys. 12. Powierzchnie poślizgu zidentyfikowane podczas płaskich analiz LEM i SSR. 
 
W następnym etapie przeprowadzono trzy serie przestrzennych obliczeń numerycznych, 

osobno dla każdej z założonych grubości warstwy słabego podłoża (1 m, 2 m, i 3 m). Na rys. 
13 a-h przedstawiono wyniki analiz dla różnych długości oraz miąższości warstwy słabego 
podłoża. Widać wyraźnie jak zmienia się lokalizacja powierzchni poślizgu w funkcji tych 
dwóch parametrów.  

Na rys. 14 pokazano zbiorcze wyniki analiz stateczności dla wszystkich modeli. Dla grubo-
ści słabej warstwy równej 1 m wartość FS jest stała i równa FS= 1.52 aż do jej długości równej 
8 m. Później wartość FS spada osiągając 1.3 dla długości 14 m. Wartość FS=1 otrzymano dla 
długości słabej warstwy równej 60 m, co pokazuje jak duże mogą być różnice w wynikach 
obliczeń 2D i 3D. Dalsze zwiększanie długości słabej warstwy w podłożu prowadzi do obni-
żenia wartości FS, która powoli zmierza do wyniku analiz płaskich - FS2D = 0.91. 
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a) L=12 m, g=1 m, FS=1.35. e) L=12 m, g=2 m, FS=1.24. 

  
b) L=12 m, g=3 m, FS=1.21. f) L=12 m, g=4 m, FS=1.20. 

  
c) L=12 m, g=5 m, FS=1.20. g) L=22 m, g=2 m, FS=1.01. 

  
d) L=36 m, g=2 m, FS=0.90. h) L=100 m, g=2 m, FS=0.78. 

 
Rys. 5.13.Wyniki analiz stateczności dla wybranych przypadków 

 
19



W przypadku słabej warstwy o grubości 2 m wartość FS3D nie zmienia się (i wynosi 1.52) 
tylko do jej długości równej 4 m. Wartość FS=1.3 osiąga wcześniej niż poprzednio, dla długo-
ści warstwy 10 m. Dla długości warstwy L ≤ 22 m wartości FS są większe od 1. Dalsze zwięk-
szanie długości prowadzi do obniżania wartości FS, która, podobnie jak poprzednio, zmierza 
do wartości FS2D = 0.75. 
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Rys. 14. Wartości FS dla różnych długości i grubości warstwy słabego podłoża – obliczenia 2D i 3D. 
 
Przyjęcie grubości słabej warstwy w podłożu równej 3 m prowadzi do osiągnięcia wartości 

FS=1.3 dla jej długości równej 10 m, zaś FS=1 dla długości 20 m. Dalszy wzrost długości 
słabej warstwy prowadzi do spadku wartości FS, która powoli zmierza do FS2D = 0.71.  

Analiza stateczności zboczy w płaskich przekrojach prowadzi w tym przypadku do bardzo 
zachowawczych wyników. Porównanie wartości FS dla przypadków 2D i 3D uwidacznia duże 

 
20



rozbieżności pomiędzy nimi w rozpatrywanej sytuacji. Wartości FS dla obliczeń 2D mogą być 
bardzo niedoszacowane.  

Zastosowanie przestrzennych analiz prowadzi, w przypadku nawet niewielkich komplikacji 
w budowie geologicznej, do uzyskania bardziej wiarygodnych wyników. Metoda SSR w 3D 
jest bardzo „wrażliwa” nawet na niewielkie zmiany w geologii analizowanego problemu.  

Wśród specjalistów zajmujących się analizami stateczności zboczy panuje szeroko rozpo-
wszechniona opinia, że prowadzenie obliczeń w płaskich przekrojach jest bardziej konserwa-
tywne i daje w efekcie większy zapas bezpieczeństwa. Wydaje się, że powyższe obliczenia 
pozwalają na sformułowanie pytania: czy rzeczywiście musimy być tak bardzo konserwatyw-
ni? Powinno się bowiem poszukiwać rozwiązań i metod projektowania, które spełniają zarów-
no warunki bezpieczeństwa jak i są opłacalne ekonomicznie.  

Dla określenia wpływu wartości kąta dylatancji na wyniki obliczeń, przeprowadzono kilka 
serii symulacji dla wartości ψ=0÷ ϕ. Przyjęcie kąta dylatancji równego wartości kąta tarcia 
wewnętrznego oznacza założenie stowarzyszonego prawa plastycznego płynięcia (SPPP). Dla 
tego samego nasypu (tym razem bez uwzględniania warstwy słabego podłoża) przeprowadzo-
no analizy stateczności przy uwzględnieniu obciążenia naziomu o szerokości 2 m i długości 
5 m. Podobnie jak poprzednio, korzystając z symetrii modelu, obliczenia przeprowadzono dla 
jego połowy. Obciążenie zmieniało się od 0 do 500 kPa, zaś przyłożono je w odległości 4 m 
od krawędzi naziomu. 

Wyniki płaskich symulacji zamieszczono na rys. 15. Widać wyraźnie spadek wartości FS 
w miarę wzrostu przykładanego obciążenia.  
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Rys. 15. Wartości FS w zależności od przyjętego obciążenia i kąta dylatancji 
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Wskaźnik stateczności osiąga wartość FS=1 dla obciążenia około 450 kPa. Różnice w war-
tościach FS wynikające z przyjęcia kątów dylatancji w zakresu ψ=0÷ ϕ są minimalne  i nie 
przekraczają 0.05.  

Wybrane wyniki analiz stateczności w 3D zebrano na rys.16 Widać na nim wyraźnie zmia-
ny kształtu i lokalizacji powierzchni poślizgu oraz wartości odkształceń postaciowych w za-
leżności od przyjętych parametrów. Na rys. 17. przedstawiono porównanie wyników obliczeń 
2D i 3D. Widać tam, że przyjęcie stowarzyszonego prawa plastycznego płynięcia prowadzi do 
uzyskania większych wartości odkształceń postaciowych.  

Określone na podstawie analiz 3D wartości FS dla przypadku stowarzyszonego i niestowa-
rzyszonego prawa plastycznego płynięcia nie różnią się znacznie. Podobnie jak w przypadku 
obliczeń 2D różnice nie przekraczają tutaj 0.05. 

 
  Gradient Calculation

 1.0000e-006 to  2.0000e-006
 2.0000e-006 to  4.0000e-006
 4.0000e-006 to  6.0000e-006
 6.0000e-006 to  8.0000e-006
 8.0000e-006 to  1.0000e-005
 1.0000e-005 to  1.2000e-005
 1.2000e-005 to  1.4000e-005
 1.4000e-005 to  1.5517e-005

   Interval =  2.0e-006

  Gradient Calculation
 1.0000e-006 to  5.0000e-006
 5.0000e-006 to  1.0000e-005
 1.0000e-005 to  1.5000e-005
 1.5000e-005 to  2.0000e-005
 2.0000e-005 to  2.5000e-005
 2.5000e-005 to  3.0000e-005
 3.0000e-005 to  3.3362e-005

   Interval =  5.0e-006

 
a) q=0 kPa, ϕ=28o, ψ=0, FS=1.57 c) q=0 kPa, ϕ=28o, ψ=28o, FS=1.61 
  Gradient Calculation

 1.0000e-006 to  2.5000e-006
 2.5000e-006 to  5.0000e-006
 5.0000e-006 to  7.5000e-006
 7.5000e-006 to  1.0000e-005
 1.0000e-005 to  1.2500e-005
 1.2500e-005 to  1.5000e-005
 1.5000e-005 to  1.7500e-005
 1.7500e-005 to  2.0000e-005
 2.0000e-005 to  2.2500e-005
 2.2500e-005 to  2.5000e-005
 2.5000e-005 to  2.7500e-005
 2.7500e-005 to  2.9480e-005

   Interval =  2.5e-006

  Gradient Calculation
 1.0000e-006 to  5.0000e-006
 5.0000e-006 to  1.0000e-005
 1.0000e-005 to  1.5000e-005
 1.5000e-005 to  2.0000e-005
 2.0000e-005 to  2.5000e-005
 2.5000e-005 to  3.0000e-005
 3.0000e-005 to  3.1590e-005

   Interval =  5.0e-006

 

b) q=150 kPa, ϕ=28o, ψ=0, FS=1.49 d) q=150 kPa, ϕ=28o, ψ=28o, FS=1.54 
 

Rys.16a-d. Wyniki analiz stateczności dla różnych przypadków obciążenia 
 

 Przedstawione powyżej rozważania potwierdzają fakt, że w wielu przypadkach przeprowa-
dzenie prawidłowej analizy stateczności zboczy na drodze klasycznych obliczeń 2D jest nie-
możliwe. Konieczna jest budowa przestrzennych modeli numerycznych, które pozwalają na w 
miarę wierne odtworzenie budowy geologicznej rozpatrywanego zbocza. Następnym krokiem 
jest przeprowadzenie obliczeń z wykorzystaniem SSR lub zmodyfikowanej metody redukcji 
wytrzymałości na ścinanie (Cała i Flisiak, 2003a,b,c; Cała et al. 2004). 
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  Gradient Calculation

 1.0000e-006 to  5.0000e-006
 5.0000e-006 to  1.0000e-005
 1.0000e-005 to  1.5000e-005
 1.5000e-005 to  2.0000e-005
 2.0000e-005 to  2.5000e-005
 2.5000e-005 to  3.0000e-005
 3.0000e-005 to  3.5000e-005
 3.5000e-005 to  3.7578e-005

   Interval =  5.0e-006

  Gradient Calculation
 1.0000e-006 to  1.0000e-005
 1.0000e-005 to  2.0000e-005
 2.0000e-005 to  3.0000e-005
 3.0000e-005 to  4.0000e-005
 4.0000e-005 to  5.0000e-005
 5.0000e-005 to  6.0000e-005
 6.0000e-005 to  6.6553e-005

   Interval =  1.0e-005

 
e) q=300 kPa, ϕ=28o, ψ=0, FS=1.29 g) q=300 kPa, ϕ=28o, ψ=28o, FS=1.34 
  Gradient Calculation

 1.0000e-006 to  1.0000e-005
 1.0000e-005 to  2.0000e-005
 2.0000e-005 to  3.0000e-005
 3.0000e-005 to  4.0000e-005
 4.0000e-005 to  5.0000e-005
 5.0000e-005 to  6.0000e-005
 6.0000e-005 to  7.0000e-005
 7.0000e-005 to  7.4134e-005

   Interval =  1.0e-005

 Gradient Calculation
 1.0000e-006 to  1.0000e-005
 1.0000e-005 to  2.0000e-005
 2.0000e-005 to  3.0000e-005
 3.0000e-005 to  4.0000e-005
 4.0000e-005 to  5.0000e-005
 5.0000e-005 to  6.0000e-005
 6.0000e-005 to  7.0000e-005
 7.0000e-005 to  8.0000e-005
 8.0000e-005 to  8.5353e-005

   Interval =  1.0e-005

 
f) q=500 kPa, ϕ=28o, ψ=0, FS=1.1 h) q=500 kPa, ϕ=28o, ψ=28o, FS=1.14 

 
Rys.16.e-h Wyniki analiz stateczności dla różnych przypadków obciążenia 

 
Obliczenia te pozwalają na identyfikację możliwych powierzchni poślizgu. Jak widać z 

przytoczonych przykładów, wyniki z przestrzennych obliczeń numerycznych mogą się znaczą-
co różnić od wyników uzyskanych z LEM lub SSR w 2D. Przyjęcie stowarzyszonego prawa 
plastycznego płynięcia (SPPP) zawsze wywołuje większe odkształcenia postaciowe oraz po-
woduje powstanie powierzchni poślizgu o większym zasięgu niż w przypadku przyjęcia warto-
ści kąta dylatacji równej zero. Podkreślić jednakże należy, że przyjęcie SPPP nie ma istotnego 
wpływu na wartości wskaźników stateczności.  

Zamieszczone powyżej wyniki obliczeń w dziedzinie przestrzennych analiz stateczności 
zboczy są bardzo obiecujące i badania w tym kierunku będą z pewnością kontynuowane, 
wbrew temu co stwierdzają Ledesma et al. (2002): „The experience of the group is that 3D 
models should be avoided if possible. Alternatively, they may be used in the high risk cases 
only, because of the difficulty of the analysis. A 3D model requires one order of magnitude of 
more work than a corresponding 2D geometry, and the improvement obtained from 2D to 3D 
is not worthwhile in many cases.” Nie są to obliczenia łatwe, gdyż zarówno budowa prze-
strzennej geometrii modeli, ich kalibracja jak i same obliczenia wymagają znacznych nakła-
dów czasu. Można jednakże, z dużą dozą prawdopodobieństwa przypuszczać, że w nieodległej 
przyszłości modelowanie przestrzenne znajdzie szerokie zastosowanie, szczególnie w warun-
kach skomplikowanej budowy geologicznej i tektoniki. 
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Rys. 17. Porównane wyników analiz 2D i 3D 

6. PODSUMOWANIE  

Na ogół uważa się, że prowadzenie obliczeń w różnych przekrojach płaskich daje w efek-
cie wiarygodne wyniki analiz sytuacji przestrzennych. Należy jednakże zauważyć, że w pew-
nych przypadkach zachodzi konieczność wykonania przestrzennych analiz ze względu na 
geometrię zbocza oraz budowę geologiczną. Analizy stateczności w płaskich przekrojach czę-
sto prowadzą do zbytniego upraszczania problemu. Widać także, że wartości FS uzyskane za 
pomocą metod numerycznych są przeważnie znacznie niższe od wartości uzyskanych z metod 
LEM w 3D.  

 Przedstawione powyżej rozważania potwierdzają fakt, że w wielu przypadkach przeprowa-
dzenie prawidłowej analizy stateczności zboczy na drodze klasycznych obliczeń 2D jest nie-
możliwe. Konieczna jest budowa przestrzennych modeli numerycznych, które pozwalają na w 
miarę wierne odtworzenie budowy geologicznej rozpatrywanego zbocza. Następnym krokiem 
jest przeprowadzenie obliczeń z wykorzystaniem SSR dla identyfikacji możliwych powierzch-
ni poślizgu. Jak widać z przytoczonych przykładów, wyniki z obliczeń numerycznych mogą 
się znacząco różnić od wyników uzyskanych z metod równowagi granicznej zaadoptowanych 
w 3D. 

Uzyskiwanie z obliczeń 3D wartości FS większych niż z obliczeń 2D jest tendencją dość 
częstą (Gens et al. 1988; Al-Homoud i Tahtamoni, 2000). Interesująco na tym tle wyglądają 
rozważania dotyczące przepływu wody przez tamę przedstawione w pracy Chena et al. (2003). 
Z przeprowadzonych przez nich obliczeń numerycznych w 2D i 3D wynika, że obliczenia 3D 
wykazały znacznie wyższy poziom zagrożenia utratą stateczności niż obliczenia 2D. Mamy 
więc do czynienia z przypadkiem odwrotnym. Potwierdza to jeszcze raz fakt, że każdy przy-
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padek powinien być analizowany indywidualnie i obliczenia 2D nie zawsze dają wyniki z 
„ukrytym” zapasem bezpieczeństwa.  

Konfrontacja wyników obliczeń 3D uzyskanych za pomocą metod równowagi granicznej z 
obliczeniami numerycznymi napotyka jednakże na pewne przeszkody. W pracach Chena i 
Chameau (1982), Hungra (1987), Hungra et al. (1989), Gensa et al. (1988), Chena et al. 
(2003), Casamichele et al. (2004) oraz Chenga et al. (2005) można spotkać szereg różnych 
analiz stateczności zboczy. Niestety, w pracach tych rozpatruje się stateczność zboczy jedno-
rodnych lub o geometrii niezmiennej w kierunku prostopadłym do zbocza, co uniemożliwia 
ich weryfikację za pomocą przestrzennych obliczeń numerycznych. W takich przypadkach, 
wyniki przestrzennych obliczeń numerycznych są bardzo zbliżone do wyników uzyskanych z 
modeli płaskich. Metoda redukcji wytrzymałości na ścinanie nie wymaga założeń odnośnie 
kształtu i lokalizacji powierzchni poślizgu. Powstaje ona niejako samoistnie, na skutek reduk-
cji parametrów wytrzymałościowych gruntów. Stąd też bierze się niemożliwość sprawdzenia 
poprawności analiz zawartych w przytoczonych wyżej pracach.  

Prace Zhanga (1988), Michalowskiego (1989), Lama i Fredlunda (1993), Huanga et al. 
(1999), Yanga et al. (1999), Huanga i Tsai (2000), Huanga et al. (2002), Chena et al. (2001, 
2003), Changa (2002) oraz Farzaneha i Askari (2003) dotyczą także zastosowania przestrzen-
nych metod równowagi granicznej dla analizy stateczności zboczy. Wyniki przeprowadzonych 
tam analiz różnią się istotnie (niekiedy nawet bardzo istotnie) od wyników przestrzennych 
analiz numerycznych z zastosowaniem metody redukcji wytrzymałości na ścinanie. Z reguły 
obliczenia LEM w 3D dają zawyżone wyniki w porównaniu z SSR. Interpretacja wyników 
obliczeń porównawczych LEM i SSR w 3D oraz ich krytyczna analiza będzie przedmiotem 
dalszych prac. 
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3D slope stability analysis with shear strength reduction method 
 
This paper deals with three-dimensional (3D) slope stability analysis. Factor of safety for slopes is 

often estimated by means of Limit Equilibrium Methods (LEM) developed during the last 80 years. In 
fact, all geoengineers are familiar with LEM. In spite of the fact, that most landslides display not 
cylindrical but spatial slip surfaces, 2D slope stability analysis are widely used. Application of 2D 
modeling sometimes forces the user to considerable simplification of the problem. Using several cross-
sections may sometimes provide a reasonable assessment of the 3D effect. However, in some cases 3D 
calculations are necessary in order to take the complexity of geology under consideration. 3D limit 
equilibrium methods use columns instead of slices. Application of LEM to solve 3D problems is rather 
limited due to several simplifying assumptions. Due to the rapid development of computing efficiency, 
several numerical methods are gaining increasing popularity in slope stability engineering. A very 
popular numerical method of slope stability estimation in 2D is shear strength reduction technique (SSR). 
In that procedure, the factor of safety (FS) of a soil slope is defined as the number by which the original 
shear strength parameters must be divided in order to bring the slope to the point of failure. Shear 
strength reduction technique may be easily adopted for 3D slope stability analysis. Application of 2D 
models, for certain cases, may lead to a very conservative approach. This paper presents the considerable 
differences between the factors of safety of an embankment estimated from 2D and 3D numerical 
calculations. The presence of a soft subsoil layer of limited dimensions was modeled to investigate its 
effect on FS values. FS obtained from 2D calculations were much lower than from 3D – the difference 
even ranged 0.78 for analyzed cases. It seems that, for certain cases, FS obtained from 2D calculations 
may be seriously underestimated. Application of SSR in 3D may produce a reasonable value of FS for 
most cases. This refers not only to convex or concave slopes but also to complex geology cases (thinning 
out of layers, faults, folds etc.). With the increasing speed of computers, application of Shear Strength 
Reduction technique (SSR) in 3D seems to be a reasonable alternative to 2D. The examples presented in 
this paper clearly showed that 3D analysis were required to determine realistic value of FS. The effect of 
3D is often considered as an additional safety reserve. But on the other hand, one must find a reasonable 
equilibrium between safety and economy. It seems that there is a widespread opinion that considering 
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problem in 2D is always conservative and that engineering design doesn’t need the third dimension. Do 
we really have to be that conservative? 
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