Zestaw 11 / Matematyczne Metody Fizyki II

1. Znajdz warto$¢ stacjonarng funkcjonalu przy podanych warunkach brzegowych:
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(c) Jy] = / Edw, y(1) = 5 i y(2) = 11. Pokaz, ze znaleziona warto$é stacjonarna jest globalnym
1
minimum.

2. Samolot porusza sie w plaszczyznie (x, z) z punktu (—a, 0) do (a,0), przy czym z = 0 oznacza poziom
ziemi. Koszt lotu samolotu na wysoko$ci z wynosi exp (—kz) na jednostke odleglosci, gdzie &k > 0
jest znang stalg. Znajdz warto$¢ stacjonarng w problemie polegajgcym na minimalizacji catkowitego
kosztu podroézy.

3. Linig geodezyjna nazywamy najkrétsza odleglo$é pomiedzy dwoma punktami. Znajdz linie geodezyjne
laczace dwa dowolne punkty na powierzchni: (a) sfery, (b) walca, (c) stozka. W zaleznosci od problemu
wygodnie posltuzy¢ sie wspodlrzednymi sferycznymi lub cylindrycznymi.

4. Zgodnie z zasadg Fermat’a promien §wiatla porusza sie pomiedzy dwoma punktami po trajektorii
ktéra minimalizuje czas jego podrézy. Rozwazmy promien rozchodzacy sie w medium, ktérego wspoéi-
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z
czynnik zalamania dany jest przezn = ng (1 + — , gdzie ng oraz a sa dodatnimi stalymi. Zal6zmy,
a
ze promien $Swiatla przechodzac przez poczatek ukladu wspélrzednych porusza sie poziomo. Pokaz,
ze trajektoria tego promienia nie jest linig prosta lecz parabolg z = x2/4a.

5. Producent plynu do prania musi wyprodukowaé objeto$é X plynu w czasie T. Niech x(t) oznacza
objetos¢ plynu wyprodukowang po czasie t. Zal6zmy, ze koszt produkcji na jednostke objetosci dany
jest przez a 4+ (B4, natomiast koszt magazynowania na jednostke czasu przez vz, gdzie o, 3 i v sa
dodatnimi stalymi. Calkowity koszt produkcji opisany jest funkcjonalem:

b's T T
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Znajdz funkcje x(t) okreslajaca optymalng szybko$é produkcji. W obliczeniach przyjmija =3,3 =1,
v =2, T = 4 oraz warunki brzegowe z(0) = 01i z(4) = X.



