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Mechanika Newtona (Sir Isaac Newton (1642-1727))

Prawa Newtona, (Principia, London, 1687)

@ Jesli na ciato nie dziata zadna sita (lub dziatajace sity sie réwnowaza) to ciato
porusza sie ze staty predkoscia (ktéra moze by¢ réwna zero).
o definiuje pojecie zerowej sity,
o definiuje inercjalny uktad odniesienia (jako taki w ktérym to prawa dziata),
o stuszne dla wszystkich czastek jesli stuszne dla chociaz jednej.

@ Szybkos¢ zmian pedu ciata jest réwna wypadkowe; sile dziatajacej na to ciato:
. dp
F — £
dt
o definiuje niezerows site F =ma (stuszne tylko w uktadzie inercjalnym),
o stuszne dla wszystkich czastek, tzn. jesli taka sama sita dziata na dwie czastki to ich
przyspieszenia sa zwiazane relacja al/ag = ml/mg,
o stwierdza, ze F' = md, a nie np. F = m# albo F' = m (d®z/dt?).
@ Sity z jakimi dziataja na siebie wzajemnie dwa ciata s3 réwne co do wartosci i
maja przeciwne zwroty.
o postuluje zasade zachowania pedu:
@' o d(m1’171 + m;)’L_fQ)
dt dt

o stuszne tylko dla sit dziatajacych wzdtuz linii taczacej czastki.

L. dp! .
=mid1 +mede = F1 +F» = d—?zO@Flz—FQ

v

M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 1 2 /15



Catkowanie réwnan ruchu w postaci mi = F'(z,v,t)

o Sita jest jedynie funkcja czasu, F = F(t):

dv v(t) t
me = F(t) = m/ dv' = / FHdt = o) =..
v to

de z(t) t
——v(t) = / dz’ —/ vt )dt = z(t) =

t

o Sifa jest jedynie funkcja potozenia, F = F(x):

v(x) T
mdv = mvd— =F(z) = m v'dv’ = F(z)dz' = o(z)=..
dt dx 20

z(t) ’
if*v(w = / d /dt’ = z(t)=..

o Sita jest jedynie funkcja prgdkosa, F=F(v):

v(t) , t
dv dv
ma = F(’U) = m/v\o m = /t\o dt’ = ’U(t) = ...

dz z(t) t
— =) = da’ = o)At = x(t) =..
dt 0 to

v(x) sy x
dv dv v'dv
— _ = = — d / = =
m— my—— F(v) m /1,0 ) /xo x v(x)
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Zasady zachowania dla uktadu czastek - ped

o Rozwazmy uktad N czastek oddziatujacych wzajemnie G,
sitami G” oraz podlegajacych sitom zewnetrznym F;.

Réwnanie ruchu i-tej czastki ma postacé:

dp; . . dr;
pz ZGU +F pi:mivi:mid_;

J#z
o Twierdzenie: Jesli wypadkowa sita zewnetrzna dziatajaca na uktad czastek jest
réwna zero, to ped uktadu jest zachowany.

Sumujemy po wszystkich czastkach uktadu:
d*r = - -
X = Xy Gt X B, = -G X =
]

Definiujac wektor wodzacy R érodka masy uktadu oraz catkowity ped P uktadu,

otrzymujemy:
- ST _ X miT #R S gRb 4P
R=== = =2 = M-— = afve 70 _
S, ma M dt?2 =M= gy T e

Jedli Fuyy = 0 to érodek masy uktadu porusza sie ze stata predkoscia.
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Zasady zachowania dla uktadu czastek - moment pedu

o Twierdzenie: Jesli wypadkowy zewnetrzny moment sity dziatajacy na uktad
czastek jest réwny zero, to moment pedu uktadu jest zachowany.

Catkowity moment pedu wzgledem punktu @) o wektorze Wodzacym TQ:

LQ—ZTTM i — 7o) X (7 — 7o) Zmr @
dLQ =Y mE@ x5 QLY D i = mr@ iy =

:Z’i’jri XGZJ_’_ZF; XF M(R—’I"Q)X’FQ:

i#]
1 Q 1 7o gl
ZT i'=§;[z()XG +r XG]l}—iiZj(Ti_Tj>XGij:0
i i i#)

= N — M(R-7q) x g gdzie NJJ =" 79« F
Moment pedu wzgledem poczatku uktadu (7 = 7/ + R, @ = 0/ + V):

= E me;XﬁZ:RxMV—i— E .7:;!)(]3‘/
7 %
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Zasady zachowania dla uktadu czastek - catkowita energia

o Twierdzenie: Jesli wszystkie sity dziatajace na uktad czastek sa zachowawcze, to
catkowita energia uktadu £ =T + V jest zachowana.

Catkowita energia kinetyczna uktadu jest suma energii kinetycznej srodka masy
(tak jakby cata masa ukfadu byta skoncentrowana w tym punkcie) oraz energii
kinetycznej wszystkich czastek w ruchu wzgledem srodka masy:

T = %Zlmﬂ}? = %ZlmZUQQ'F%ZZ sz2+‘7% - 7;7_';!

Praca wykonana przez wszystkie sity przy przejéciu uktadu od stanu A do B:

Wap = Zz /AB (F; +Zj;ﬁi - dF; = / mv; - T dt =

B 1
:Z/ d(—mw?)z/ dT =Tg — Ta
iJa 2 A

0 ($r. masy)

B B B
Z/ F"Z . dﬁ — _/ Z 6ivext . d,,:; _ _/ dVext _ szt _ Vgxt
tJA A v A
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Zasady zachowania dla uktadu czastek - catkowita energia

Jedli sity wewnetrzne G;; zaleza jedynie od wzajemnej pozycji 7 = 7 — T
czastek, to moga by¢ wyrazone za pomoca energii potencjalnej V;; = Vj;:

éij = —ﬁiv;j = +ﬁj‘/ij = ﬁjvﬂ = —éji
Jedli energia potencjalna zalezy jedynie od odlegtosci s;; = |7;;| pomiedzy

czastkami (sity centralne) to wtedy sity éij maja kierunek linii taczacej czastki:

N T (e ) — _@ I prim oznacza pochodnq)
Gij = =ViVij(sij) = 84 Vij(sij) ( po argumencie V

Dla konserwatywnych sit wewnetrznych C?Z-j (73j) mamy:

B
- -, 1
Yy [, Grai=32y

i#]

1 B - . . 1 B_’ B 1
:EZm‘/A Gij'd(ﬂ—f’j)Z—gZi%/A ViV diy==353 05 Vi

i#j i#j

B
/ (G - dFi + Gji - dry)
A

B

A

Podsumowujac, przy przejsicie ze stanu A do B zachowana jest wielko$¢:

. 1
(T+V)a=(T+V)p gdaie V=V'yg Zgg. Vi
17
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Transformacja wektora z uktadu nieinercjalnego

Rozwazmy uktad M obracajacy sie wzgledem uktadu
inercjalnego L oraz dowolny, zalezny od czasu, wektor
A(t) = A1E) + Agéy + Asés
= Alé] + Ayes + ALéel
Szybkosci zmian wektora A w czasie w obu ukfadach

zwigzane s3 relacja: L0
— — 3
dA dA" dA! dA’ . . . dA :
1 - 2 = —/ ! >l 1 > =i 1 >
—| = e+ 8+ =28+ Ale] + Abey + Ayey = — |+ > AE]
at |, dt dt dt dt |y -
. z,z',® i=1
. C o sy . . .
Poniewaz €} - €/ = 0 wiec mozna zapisa¢: Ao
€ = iy +axéy |- & = & -é=a C a4
iy -/ =/ -/ S o A
€ = aze| +asey /€ = &€ =a3 5
é}: = a5é’1' + a6€2’ Jig
Poniewaié;-’-é';:—éj’»-a, dla i # 7, wdt y
. X 1
wiec a3 = —ai, a5 = —asg, g = —dq. > P Lo
€ ’ 10 dA=wdt Asing = 4| —Gx A
e - €1 €y €
dA dA L2 e dA - . o= .
pral lilre as —as aj | = ’r +CxA gdzie C = (a4,—a2,a1) =&
L M Al A2 A3 M
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Prawa Newtona w uktadzie nieinercjalnym

aA
dt

—% +ax A

A wiec dla dowolnego wektora A mamy: =
r Aty

Przyktad: Transformacje wektoréw predkosci katowej & i potozenia 7

d@

dz| _ d@
dt

;o dt

dr

ar|  drF
u dt

=—| +dx7
. dt

X
M dt M

Transformacja wektora przyspieszenia do uktadu obracajacego sie:
d37 d2r dw o
@L:EM‘FEM M—l—wX(wa)

Poniewaz w uktadzie inercjalnym mamy mda = F, wiec analogiczne réwnanie dla

uktadu obracajacego sie ma postaé:

—

X T+ 20 X dr
7 X —
dt

IS T Za— da d7
m—=F—-—m— X7—2mid X — —md X (JXT
dt? dt dt ( ")
-, @
o sita azymutalna: F,, = —ma X T

Osoba stojaca w spoczynku na przyspieszajace] karuzeli odczuwa site tarcia, ktéra jest

réwnowazona w uktadzie nieinercjalnym przez site azymutalng. Rzeczywistg sita jest
tylko sita tarcia.
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Prawa Newtona w dowolnym ukfadzie nieinercjalnym

N -m® x (0 xr)

o sita odérodkowa: Foq = —md X (J X 7)

Sita odpowiedzialna za efektywne przyspieszenie grawitacyjne.

o sita Corriolisa:  F,,r = —2md X Uy

Sita odczuwana przez osobe poruszajacy sie z predkoscia

¥ wzgledem obracajacej sie karuzeli. RN S

Feor

(a) odpowiada za site tarcia konieczna do zmiany
momentu pedu osoby w uktadzie Lab: 0 (Mo wreete?)
) 2d
dt  dt dt
(b) odpowiada za zréwnowazenie dodatkowej sity tarcia
koniecznej do ruchu po okregu w Lab:
= m(V4+v)? mV? 2mVe | mo?

F = + +
T T T T

Feor

= —2mrwv +mr

Dla dowolnie (ruch translacyjny i obrotowy)
poruszajacego sie uktadu nieinercjalnego mamy:
427 4% d’R

F=R+7 = m—| =m—r m
- |, ~ e |, T ae

=F

L
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Prawa Newtona w dowolnym ukfadzie nieinercjalnym

Il prawo Newtona w dowolnie poruszajacym sie uktadzie nieinercjalnym:

a2 . AR e .
m—s| =F-—m—| —m—| X7 —2mdx iy —mdx (@ x7)
dtz |, de? |, dt |,
: . - 2R
o sita translacyjna  Firans = —mﬁ

Przyktad: Swobodny spadek na wirujaca Ziemie.

Poniewaz Ziemia obraca sig ze staty predkosci katowa &,
a wektor R nie zmienia sie w uktadzie z'y’2’, wiec:

R|p = Ry+3| i x B+23x R|y+@x (GxR) = 3x (3% R)
I PN ma wiec postac:
mi’ = F —m@ x (& x R) — 2m& x 7 — & x (& x ')

Wprowadzajac efektywne przyspieszenie grawitacyjne:
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Prawa Newtona w dowolnym uktadzie nieinercjalnym, cd.

Przyktad: Swobodny spadek na wirujaca Ziemie, cd.
otrzymujemy mr’ = mg — 2ma@ x 7' — & x (& x ')

Poniewaz w? jest mate, wiec mozemy zaniedbaé ostatni wyraz, otrzymujac:

7= —géy —2md x 7’
Rozktadamy & na sktadowe w uktadzie 2'y'z": & = —wsin A é] + wcos A &4
i obliczamy: @ x 7’ = —wy' cos A €] + (Zwsin A + &'w cos \) €5 — wy' sin A €4

Otrzymany uktad réwnan rézniczkowych ma rozwiazanie:

2 J—
= gsinAcos A <t— — —1 cos2wt)

v 2 402
gsin A < sin2wt>
= t —
& 2w 2w
2 2
. gt . 2 t 1 — cos 2wt
z—h—T—i-gsm A(E—T
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Predkos$¢ i przyspieszenie w wybranych uk’fadach
Wspétrzedne cylindryczne (r, ¢, z)

Wektor wodzacy ma postaé p=re, + zé,
Predkos¢ katowa uktadu €,.€,€, to & = p €.

Poniewaz €, = 0 oraz €, = w X €, = ¢ &, wiec:

Wspbtrzedne sferyczne (7,6, ¢)
Wektor wodzacy ma postaé 77 = ré,
Predkos¢ katowa uktadu €,.€p€, dana jest przez

3= @, + 08, = ¢pcosfé, — psinf ey + 62,

Pochodne wektoréw jednostkowych: .
é’ —wxer—069+g0s1n06¢ A
é'g —wxéy=—-0¢, + ¢cosbé,

x

eq, = w X €, =—@sinf e, — pcoseéy
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Predkos$¢ i przyspieszenie w wybranych uktadach

Roézniczkujac wektor 7, znajdujemy wyrazenia na predko$¢ i przyspieszenie w
uktadzie sferycznym:

T=7 =176 +rfé+rpsinfé,
a=10= (F—r0? —r¢?sin?0) @, + (rf + 270 — r$? sin cos 0) & +

+ (r¢sinf + 27¢sin @ + 2rf¢ cos ) €,

Chwilowy $rodek obrotu:

Jesli kazdy punkt bryty sztywnej porusza sie w ustalonej
ptaszczyznie, a ta ptaszczyzna nie porusza sie jedynie
ruchem postepowym, to istnieje taki punkt C, ktérego
chwilowa predko$¢ jest réwna zero, i nazwywamy go
chwilowym $rodkiem obrotu.

Jesdli znany jest chwilowy $rodek obrotu, to predkoéé
dowolnego punktu P okreslona jest relacja ¥ = & X p.

W ogdlnosci przyspieszenie punktu C' nie jest réwne zero,
wiec znajomos¢ jego potozenia nie ufatwia znalezienia
przyspieszenia dowolnego innego punktu P.
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Chwilowy $rodek obrotu

Przyktad: Koto o promieniu 7 toczy sie bez poslizgu po powierzchni o promieniu

krzywizny R. Znajdz chwilowe przyspieszenie punktu stycznosci C'.

Predkos¢ srodka kota: o' = rwe,

W
R+
Przyspieszenie punktu O’ w ruchu po okregu o promieniu
(R + r) dane jest przez:

Poniewaz (R+r)p =rw wiec ¢ =

dor = (R+71)p€, — (R+1)p*E =10 €y — ——

Podobnie przyspieszenie punktu C' wzgledem O’ wynosi:

6:0/0/ = —rw é;o == ng é} o
Catkowite przyspieszenie punktu C' (chwilowegosrodka obrotu) wynosi wiec:

= i & @ Rr 2 =
ac = aor +~ ac/or = w-e
/ R+r "
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