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Lagrangian i zasada Hamiltona

Podobieństwo r. Lagrange’a opisujących ruch układu mechanicznego do r. E-L
w problemie wariacyjnym, sugeruje, że istnieje funkcjonał (nazywany działaniem):

S =
t2w

t1

L(~q, ~̇q, t) dt q
ozn≡ (q1, q2, ..., qn)

który poddany zasadzie wariacyjnej prowadzi do r. Lagrange’a:

d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0 j = 1, ..., n

Zasada Hamiltona (zasada najmniejszego działania): Spośród wszystkich
możliwych dróg, wzdłuż których układ dynamiczny może przejść z jednego
punktu w przestrzeni konfiguracyjnej do innego, w zadanym przedziale czasu,
realizowana jest ta droga, która odpowiada wartości stacjonarnej działania.

Lagranżjany różniące się pochodną zupełną dowolnej funkcji współrzędnych
uogólnionych i czasu, prowadzą do takich samych równań ruchu (δS̄ = 0 = δS):

L̄(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
d

dt
f(q, t)

S̄ =
t2w

t1

L̄(q, q̇, t) dt =
t2w

t1

L(q, q̇, t) dt+
t2w

t1

df

dt
dt = S + f(q(t2), t2)− f(q(t1), t1)
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Energia potencjalna zależna od prędkości

Istnieją układy w których przyłożone siły nie są zachowawcze (tzn. nie istnieje
potencjał V ), a mimo to równania ruchu moża zapisać w postaci r. Lagrange’a.
Jest to możliwe w sytuacji kiedy uogólnione siły daje daje się zapisać w postaci:

Qj =
d
dt
∂U

∂q̇j
− ∂U

∂qj
j = 1, ..., n

gdzie U(~q, ~̇q, t) jest energią potencjalną zależną od prędkości.
Lagrangian przyjmuje wówczas postać:

L(~q, ~̇q, t) = T (~q, ~̇q, t)− U(~q, ~̇q, t)

Przykład: Lagrangian cząstki naładowanej poruszającej się w statycznym polu
elektrycznym i statycznym polu magnetycznym.

Można pokazać, że siłę Lorentza ~F = e ~E + e~v× ~B daje się wyprowadzić z równań
Lagrange’a wprowadzając energię potencjalną zależną od prędkości

U = eφ(~r)− e ~̇r · ~A(~r)
gdzie φ i ~A to petencjały skalarny i wektorowy, z których można skonstruować
pola ~E = −~∇φ oraz ~B = ~∇× ~A. Sam Lagrangian cząstki przyjmuje postać:

L =
1
2
m~̇r · ~̇r − eφ(~r) + e~̇r · ~A(~r)

M. Przybycień (WFiIS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wykład 5 2 / 12



Funkcja energii h

Rozważamy układ opisany za pomocą lagranżjanu L(~q, ~̇q, t) Pomnóżmy j-te
równanie Lagrange’a obustronnie przez q̇j i wysumujmy po indeksie j:

0 =
n∑
j=1

[
d
dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj

]
q̇j =

n∑
j=1

[
d
dt

(
∂L

∂q̇j
q̇j

)
− ∂L

∂qj
q̇j −

∂L

∂q̇j
q̈j

]
=

=
d
dt

 n∑
j=1

(
∂L

∂q̇j
q̇j

)
− L

+
∂L

∂t
=

dh
dt

+
∂L

∂t

gdzie h =
n∑
j=1

(
∂L

∂q̇j
q̇j

)
− L nazywamy funkcją energii układu.

Interpretacja funkcji energii h:

L = L(~q, ~̇q, t) oraz ∂L/∂t 6= 0; h nie jest zachowane oraz h 6= T + V

Przykład: Wahadło matematyczne z drgającym punktem zawieszenia Z(t).

L =
1
2
m(a2θ̇2 + Ż2 − 2aθ̇Ż sin θ) +mg(Z + a cos θ)

h = θ̇
∂T

∂θ̇
− L = 1

2
m(a2θ̇2 − Ż2)−mg(Z + a cos θ) 6= T + V 6= const
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Funkcja energii h
Jeśli L = L(~q, ~̇q) wtedy ∂L/∂t = 0 skąd wynika, ze h jest stałą.

Przykład: Cząstka o masie m i ładunku e poruszająca się w statycznym polu
magnetycznym ~B(~r).

L =
1
2
m~̇r · ~̇r + e~̇r · ~A(~r)

ẋ
∂L

∂ẋ
+ ẏ

∂L

∂ẏ
+ ż

∂L

∂ż
− L = 1

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
= h = const

h jest w tym przypadku energią kinetyczną cząstki, która jest zachowana ponieważ siła
magnetyczna nie wykonuje pracy.

W przypadku standardowego układu zachowawczego h = T + V = const i mamy do
czynienia z klasyczną formą zachowania całkowitej energii E.

Stałą ruchu nazywamy funkcję f(q, q̇, t), która nie zmienia swojej wartości
podczas ewolucji układu.

Przykład: W ruchu oscylatora harmonicznego o częstości kołowej ω, ẍ = −ω2x,

zachowana jest wielkość: f(x, ẋ, t) = arc tg
(ωx
ẋ

)
− ωt.

df

dt
=
∂f

∂x
ẋ+

∂f

∂ẋ
ẍ+

∂f

∂t
=

1
1 + ω2x2/ẋ2

ω

ẋ
ẋ+

1
1 + ω2x2/ẋ2

[
−ωx
ẋ2

]
ẍ− ω = 0
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Pędy uogólnione

Pędy uogólnione dla układu holonomicznego opisanego za pomocą lagranżjanu
L(~q, ~̇q, t), odpowiadające współrzędnym uogólnionym qj definiujemy jako:

pj =
∂L

∂q̇j

Przykład: Pędy uogólnione dla problemu bloku zsuwającego się bez tarcia po
równi pochyłej, która moze się poruszać bez tarcia po poziomej płaszczyźnie.

Lagranżjan: L =
1
2
Mẋ2 +

1
2
m
(
ẋ2 + ẏ2 + 2ẋẏ cosα

)
+mgy sinα

Pędy uogólnione: px =
∂L

∂ẋ
= Mẋ+m(ẋ+ ẏ cosα)

py =
∂L

∂ẏ
= m(ẏ + ẋ cosα)

Tutaj px jest składową poziomą pędu układu, ale py nie jest składową pędu.

Równania Lagrange’a mogą byc zapisane w postaci:
dpj
dt

=
∂L

∂qj

W przypadku gdy
∂L

∂qj
= 0, wtedy uogólniony pęd pj jest stałą ruchu.

Współrzędne qj nazywamy wtedy cyklicznymi.
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Symetrie i prawa zachowania - pęd

Niech S będzie układem zachowawczym z energią potencjalną V . Jeśli przy
przesunięciu S (jako całości) równoległym do wektora ~n i zgodnym z więzami,
energia potencjalna V nie ulega zmianie, to wówczas w każdym ruchu układu S,
składowa pędu liniowego równoległa do wektora ~n jest zachowana.

Po przesunięciu λ równoległym do wektora ~n zmienia się konfiguracja układu:

~ri → ~rλi = ~ri + λ~n ⇒ ~q → ~qλ oraz ~rλi = ~ri(~qλ)

Startując z r. Lagrange’a w postaci:

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
= −∂V

∂qj
gdzie T =

1
2

∑
i

mi ~̇ri · ~̇ri, oraz ~̇ri =
∑
k

∂~ri
∂qk

q̇k

otrzymujemy∑
i

mi~̇vi ·
∂~ri
∂qj

= −∂V
∂qj

/
·

[
∂qλj
∂λ

]
λ=0

/∑
j∑

i

mi~̇vi ·

 n∑
j=1

∂~ri
∂qj

[
∂qλj
∂λ

]
λ=0

 = −
n∑
j=1

∂V

∂qj

[
∂qλj
∂λ

]
λ=0
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Symetrie i prawa zachowania - pęd
Ponieważ:
n∑
j=1

∂~ri
∂qj

[
∂qλj
∂λ

]
λ=0

=
n∑
j=1

[(
∂

∂qλj
~ri(~qλ)

)
∂qλj
∂λ

]
λ=0

=
[

d
dλ
~ri(~qλ)

]
λ=0

=
[
∂~rλi
dλ

]
λ=0

= ~n

oraz V nie zmienia się przy przesunięciu, V (~qλ) = V (~q):
n∑
j=1

∂V

∂qj

[
∂qλj
∂λ

]
λ=0

=
n∑
j=1

[(
∂

∂qλj
V (~qλ)

)
∂qλj
∂λ

]
λ=0

=
[

d
dλ
V (~qλ)

]
λ=0

= 0

W rezultacie otrzymujemy:∑
i

mi~̇vi · ~n = 0 ⇒

(∑
i

mi~vi

)
· ~n = const

co oznacza, że składowa pędu w kierunku wektora ~n jest zachowana.

Przykład: W ruchu klocka po równi i równi po stole w przypadku braku tarcia nie
zmienia się energia potencjalna przy ruchu poziomym, w związku z czym składowa
pędu w kierunku poziomym x jest zachowana.

px =
∂L

∂ẋ
= Mẋ+m(ẋ+ ẏ cosα)
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Symetrie i prawa zachowania - moment pędu

Niech S będzie układem zachowawczym z energią potencjalną V . Jeśli przy
obrocie S (jako całości) wokół ustalonej osi ~k, zgodnym w istniejącymi więzami,
energia potencjalna V nie ulega zmianie, to wówczas w każdym ruchu układu S,
składowa momentu pędu wzdłuż osi ~k jest zachowana.

Niech λ oznacza kąt obrotu układu S wokół osi ~k. Postępując podobnie jak w
przypadku pędu dostajemy:∑

i

mi~̇vi ·
[
∂~rλi
∂λ

]
λ=0

= 0

Ponieważ mamy:
∂~rλi
∂t

=
dλ
dt
~k × ~rλi ⇒ ∂~rλi

∂λ
= ~k × ~rλi więc:

∑
i

mi~̇vi · (~k × ~ri) = 0
r
dt
⇒

(∑
i

mi~ri × ~vi

)
· ~k = const

co oznacza, że składowa momentu pędu wokół osi ~k jest zachowana.

Uwaga: W przypadku każdego układu S, którego energia potencjalna jest
niezmiennicza względem wszystkich translacji i rotacji, zachowane są wszystkie
trzy składowe pędu i momentu pędu.
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Twierdzenie Noether

Twierdzenie Noether: Jeśli działanie S dla układu o n stopniach swobody jest
niezmiennicze względem transformacji współrzędnych uogólnionych i czasu:

t→ t′ = t+ εX(q(t), t) oraz qi(t)→ q′i(t
′) = qi(t) + εΨi(q(t), t)

czyli ∆S =
w t′2

t′1
L (q′(t′), q̇′(t′), t′) dt′ −

w t2

t1
L (q(t), q̇(t), t) dt = 0

to wielkość C =
n∑
i=1

∂L

∂q̇i
(q̇iX −Ψi)− LX jest stałą ruchu.

Dowód:

dq′i(t
′)

dt′
=

dt

dt′
dq′i(t

′)
dt

= (1− εẊ)(q̇i + εΨ̇i) = q̇i + εξi, ξi ≡ Ψ̇i − q̇iẊ

∆S =
w t2

t1
L(q + εΨ, q̇ + εξ, t+ εX)(1 + εẊ) dt−

w t2

t1
L(q, q̇, t) dt =

=
t2w

t1

{
L+

n∑
i=1

[
∂L

∂qi
εΨi +

∂L

∂q̇i
εξi

]
+
∂L

∂t
εX

}
(1 + εẊ) dt−

t2w

t1

Ldt =

= ε

t2w

t1

{
n∑
i=1

[
∂L

∂qi
Ψi +

∂L

∂q̇i
ξi

]
+
∂L

∂t
X + LẊ

}
dt
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Twierdzenie Noether
Aby ∆S = 0 dla dowolnych ε i przedziału całkowania, musi zachodzić:

n∑
i=1

[
Ψi
∂L

∂qi
+ (Ψ̇i − q̇iẊ)

∂L

∂q̇i

]
+ LẊ +

∂L

∂t
X = 0

∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
= 0, h =

n∑
k=1

q̇k
∂L

∂q̇k
− L, dh

dt
= −∂L

∂t

n∑
i=1

[
Ψi

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+ Ψ̇i

∂L

∂q̇i

]
− hẊ − dh

dt
X = − d

dt

{
n∑
i=1

∂L

∂q̇i
(q̇iX −Ψi)− LX

}
= 0

Lagranżjany różniące się pochodną zupełną po czasie dowolnej funkcji G(q, t)
prowadzą do tych samych równań ruchu (slajd 6-1). Twierdzenie Noether można
uogólnić do stwierdzenia, że zachowana jest wielkość:

C =
n∑
i=1

∂L

∂q̇i
(q̇iX −Ψi)− LX +G

Uwaga: Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Noether nie jest prawdziwe, tzn.
istnieją stałe ruchu, które nie są stowarzyszone z ciągłymi symetriami działania.

Przykład: (slajd 5-4) - Nie istnieją funkcje X(x, t), Ψ(x, t) i G(x, t) takie, że:

1
2

(mẋ2 +mω2x2)X(x, t)−mẋΨ(x, t) +G(x, t) = arc tg
(ωx
ẋ

)
− ωt
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Twierdzenie Noether - przykłady
Przykład: Jeśli lagranżjan nie zależy bezpośrednio od czasu, tzn. operacja symetrii
ma postać t→ t′ = t+ εX - wtedy wielkością zachowaną jest funkcja energii:

Ψi = 0, X = 1 ⇒ h =
n∑
i=1

(
∂L

∂q̇i
q̇i

)
− L = const

Przykład: Jeśli lagranżjan układu jako całości jest niezmienniczy przy obrotach
względem osi n̂, to moment pędu układu względem tej osi jest zachowany.

Jako współrzędne uogólnione wybieramy:
q1 = x1, q2 = y1, q3 = z1
. . . . . . . . .

q3N−2 = xN , q3N−1 = yN , q3N = zN

Lagranżjan jest niezmienniczy względem transformacji: q′i = qi + εΨi

Ψ1 = (n̂× ~r1)x, Ψ2 = (n̂× ~r1)y, Ψ3 = (n̂× ~r1)z
. . . . . . . . .

Ψ3N−2 = (n̂× ~rN )x, Ψ3N−2 = (n̂× ~rN )y, Ψ3N = (n̂× ~rN )z

Z twierdzenia Noether wynika, że:

68 Hamilton’s Variational Principle

where we have used the notation

∂L

∂ri
≡ ∂L

∂xi
x̂ + ∂L

∂yi
ŷ + ∂L

∂zi
ẑ , (2.134)

with a similar definition for ∂L/∂vi.

Example 2.15 A rigid translation of the system of particles consists in the same
displacement ε = εn̂ of all particles of the system, so that the velocities, as well as
the relative positions of the particles, remain unchanged. In this case, equations (2.131)
are valid with

δri = εn̂ , δvi = 0 , (translation) (2.135)

where ε is an infinitesimal parameter with dimension of length.

Example 2.16 A rigid rotation of the system of particles consists in a rotation of all
vectors of the system through the same angle δθ about an axis defined by the unit
vector n̂. Inspecting Fig. 2.7 one infers that |δri| = ri sinα δθ , which has the appearence
of magnitude of a vector product. In fact, defining the vector δθ = δθ n̂, it follows at
once that the correct expression for the vector δri is δri = δθ × ri. Since each velocity
δvi undergoes the same rotation, equations (2.131) are valid with

δri = δθ × ri , δvi = δθ × vi , (rotation) (2.136)

where δθ is the infinitesimal parameter associated with the transformation.

ri

dr i

ri ´

a

dq

n̂

Fig. 2.7 Rigid infinitesimal rotation of a system of particles.−
3N∑
k=1

∂L

∂q̇k
Ψk = −

N∑
i=1

∂L

∂~̇ri
· (n̂× ~ri) = const ⇒ n̂ ·

N∑
k=1

~ri × ~pi = const
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Równania Lagrange’a w postaci Hamiltona
Przykład: Równanie orbity cząstki o masie m poruszającej się w polu
grawitacyjnym masy M umieszczonej w początku układu współrzędnych.

Lagranżjan: L =
1
2
m(ṙ2 + r2θ̇2) +G

mM

r

Równania ruchu Lagrange’a: r̈ − rθ̇2 = −GM
r2

, oraz 2rṙθ̇ + r2θ̈ = 0

są równaniami różniczkowymi (ODE) drugiego stopnia w zmiennych {r(t), θ(t)}.
Wprowadzając zmienne vr = ṙ oraz vθ = θ̇ można powyższe rówania zapisać
jako układ czterech ODE pierwszego stopnia w zmiennych {r, θ, vr, vθ}:

ṙ = vr, v̇r = rv2θ −GM/r2, θ̇ = vθ, v̇θ = −2vrvθ/r

Jako nowe zmienne można także wykorzystać pędy uogólnione pj = ∂L
∂q̇j

:

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇

Odwracając powyższe równania i korzystając z równań Lagrange’a ṗj = ∂L
∂qj

znajdujemy układ czterech ODE pierwszego stopnia w zmiennych {r, θ, pr, pθ}:

ṙ =
pr
m
, ṗr =

p2θ
mr3

−GmM
r2

, θ̇ =
pθ
mr2

, ṗθ = 0

Układ ten to tzw. postać Hamiltona równań Lagrange’a.
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