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Masa zredukowana

o Srodkiem masy ukfadu czastek nazywamy:
.1
= Zm,j’a gdzie M = Zma
lub

. 1 . .
Rzﬂjrdm gdzie M—jdm 0\ o
o Dla uktadu dwdch czastek mamy: ¥

niech ¥=7; — 75 oraz R=0:

N o N ma _ o mi o
mi7T1 + meTo =0 = f1=——"—7 oraz fg=———°F

my + mo my + mo
Zakfadajac, ze energia potencjalna ukfadu tych dwéch czastek zalezy jedynie od
ich wzajemnej odlegtosci, mozemy zapisa¢ lagranzjan w postaci:

1 .
L= —7’I’L1|’I?1|2 =+

1. 1.
5 smalfal? = Vi) = Sl = V()

2
mim

dzie = ———
& . my1 + mo

nazywamy masg zredukowana.
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Ruch w polu centralnym

o Pole sity ﬁ(?) nazywamy polem centralnym o $rodku O je$li ma postac:
F(r) = F(r)i
dv
o Kazde pole centralne jest polem zachowawczym: F(r) =

Cdr
o Réwnania ruchu we wspdtrzednych biegunowych: % e
av lﬂ%\/ r
. N2 _ zro_ e r
u(r—rﬁ)——ar—F(r) =

I (ré+27'"9) =0 & %% (ur%) =0 = ,urzé =1 = const

A wiec ruch dowolnej czastki w polu centralnym odbywa sie w ptaszczyznie.

o Wspbtrzedna 6 jest wspoétrzedng cykliczna, a wiec:

1 : oL d OL oL
L =— -2 202 — )y = — — = — = - =
"+ 1707 = V(r) bo= 55 == G a6 90

1 dA dAd9 1 5. l
dA = —r?df — ===
2" dt —dodr 2 U 2p
Il prawo Keplera jest stuszne w dowolnym — ‘ \

polu sity centralnej (nie tylko F(r) oc 7~2).
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Ruch orbitalny

o Korzystajac z zasad zachowania catkowitej energii i momentu pedu:
1 . .
Pl (7"2 + 7'292) +V(r)=F wrf =1

znajdujemy réwnanie rézniczkowe opisujace ruch w zmiennej r:

1, 2 1, _ 12
e 2~ _E b - *(r) = E *(r) = L
1l +V(T>+2,ur2 ub S HT +V*(r) gdzie V*(r) V(r)+2ﬂ7"2
Astad i= T 2 2BV S )= = ()=
stad 7= - = p r)=.. r(t) = ...
S de dt +(1/r?)dr
Poniewaz df = EE dr f

V2u(E —V*)

o Ruch czastki w polu sit jest mozliwy tylko dla V* <

v*
Bl
\ bounded unbounded @ B
E4- > >
L\ i i r
TN
e

bounded orbit unbounded orbit
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Ruch orbitalny

o Apsyda - punkt orbity w ktérym obiekt znajduje sie w minimalnej lub
maksymalnej odlegtosci od zrédta pola.
peryhelium - punkt orbity najblizszy od Stonca
aphelium - punkt orbity najbardziej oddalony od Stonca
Analogiczne terminy dla orbit wokdt Ziemi nosza nazwy perygeum i apogeum.
l2 V*

DI d = i =F
a apsyd mamy 7 = 0, wiec V(r) + 57

E>0 unbounded
. . 12 =vr
o Dla pola grawitacyjnego: V* = Ty 53 .
T T
o orbita zwigzana jesli £ < 0 H E<0 *W

o orbita niezwigzana jesli E > 0
o Przyktad: Asteroida zbliza sie do Stoica z duzej odlegtosci z parametrem
zderzenia p oraz predkoscig poczatkowa u. ZnajdZz potozenia apsyd jej orbity.

U —

1
Z warunkéw poczatkowych I = upu oraz £ = §/¢u2 >0

wynika, ze orbita jest niezwigzana oraz:

Ly 1,
r 212 2
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Réwnanie orbity

@ Rezygnujemy z wyznaczania zaleznosci potozenia na orbicie od czasu, na rzecz
znalezienia samego réwnania orbity. Wprowadzamy zmienng u = 1/r, wtedy:

s (1) 1duds_ udu_ 1du
Codt \w/)  w2dhdt dé wdo
__td(du)_ 1dud) Pulds
 opdt \d9 ) pde2dt p? de?
. 12 l2 3
Poniewaz r6? = R = 7 wiec
. Pu?d?u Pu?
i—r?) =F — - — =TF(1
HE =) = Fr) = S = =R /u)
Réwnanie orbity w polu sity centralnej F = F(r)# ma wiec postac:
d?u d? /1 1 pr?
bl :———F = ()+-=-EF
7+ (u) = -5 (T> +- 7 F(r)
. , . du I
Warunki poczatkowe to wartoéci u = - oraz w1 dla 0=«
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Réwnanie orbity

Przyktad: Znajdz site centralng F'(r) oraz r(t) i 6(t), jesli czastka umieszczona

w polu tej sity porusza sie po spirali r = kexp (af), gdzie a i 6 to state.

d2u d2 e—aO d ae—aa a26—a0 )
_— = — e —— = —— = =ou
dez  de? k de k k

Z réwnania orbity: F(r) = —@(oﬂu +u) = —i(oz2 +1)
4 o oo
. l l 200 1 2aldt
2 1/2
e o0 2all [ 2al 9
?—eo‘ —?‘i‘c = ’l"(t)— 7t+kc

Stata C' oraz moment pedu ! wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych. Zaktadajac,
ze V(00) = 0 mamy:

2 2 1
V(r)=— [ F(r)dr = L@+ [r2dr = —5 @+

1 (al\> 12 12(a?+1)
2412 +Vir) = ok (ﬁ) + 2ur?  2ur?

. . 1
Catkowita energia: E = imﬂ + =0
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Réwnanie orbity - przykfad

Przyktad: Statek kosmiczny z uszkodzonymi silnikami porusza sie z predkoscig V'

po torze o parametrze zderzenia p w stosunku do pewnej planety. Wiadomo, ze
81)2‘/2

stata v w sile przyciagania planety F= —@‘f' dana jest przez v =
=

Pokaz, ze statek okrazy planete, a nastepnie powrdci na oryginalny kurs.
Mamy: F(r) = —uy/r® = F(1/u) = —pyu® orazl = upV.
Réwnanie orbity przyjmuje wiec postaé:
d*u uryud d*u  u
a2 T ppves a2 9
Jego ogdlnym rozwiazaniem jest u = A cos(0/3) + Bsin(6/3)
Wyznaczenie statych z warunkéw poczatkowych:
r=oc0 dla =0 = wu=0 da =0 = A=0
du 7 -V 1 3
—=——-=—(—| == da =0 = B=-
g 1 (pV> p p
p
r=——w—
3sin(6/3)
Whioski: 7 — oo dla 6 = 3; punkt orbity najblizszy zrédta: r = £ dla 6 = %ﬂ'
—
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Poszukiwane rozwiazanie ma postaé: u = —sin(6/3) =
p




Sifa centralna proporcjonalna do 1/r?

o Niech F(r) = —uy/r* gdzie v > 0, wéwczas réwnanie orbity ma postac:

d2 2

Pu oty

de? 12

a jego ogdlnym rozwigzaniem jest:
2 1 2
u=Acosf + Bsinf + 'MZ—J & - = % (1+ecos(§ —«))

T

gdzie e > 0 oraz « sg statymi wyznaczanymi z warunkdéw poczatkowych.

o Jest to réwanie krzywej stozkowej: v
(0,b)

o Poréwnujac réwnanie orbity dla F' o< r=2 z réwnaniami ., ..., 2/ o ranch
krzywych stozkowych, znajdujemy zwigzek momentu ANRS
/ .

. 1 2
o e<1-elipsa ;:I%(l—l—ecosﬁ), e = _% 7‘
o e =1 - parabola o
1 a b2 F' F(ae,0) ) (a,0)
e e > 1 - hiperbola ;:b—Q(:tl—i—ecos@), e2:1—|—;
Yy

pedu z parametrami orbity: M} S
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Sifa centralna proporcjonalna do 1/r?

o W punkcie najwiekszego zblizenia r = ¢ obiekt porusza sie poprzecznie do Zrédta
pola z predkoscig V. Catkowita energia dana jest przez:
P oy b

1 pls
E=-uv?2-12 1= =
Pla c gl CMV? 24uc? c ac? c

. 2 . .
@ Dla ruchu po elipsie mamy: ¢ = a(l —¢) oraz € =1 — %, a wiec energia:

21_ 2
g Ha(l-e) B/

203(1—¢€)2  a(l—e) 2a

o Podobnie znajdujemy, ze dla paraboli E = 0 oraz dla hiperboli E = ';_/l >0
a

Przykfad: Znajdz kat odchylenia przez Stonice (7 = My G) asteroidy poruszajacej

sie poczatkowo z parametrem zderzenia p i predkoscia V.
Poniewaz | = upV oraz E = %MV2 wiec trajektoria jest hiperbola oraz mamy:

_ MoGb? 1.4 MpG _ MoG _ .
- a §V T 2a - = vz’ _717) 7777777777777 W B

p2v2

. L . b
Kat pomiedzy asymptotami hiperboli tga = @~ MG |

Kat [ odchylenia asteroidy wynosi =7 — 2« czyli tg (

R R RRRRRRRRRRRRRBORRRRRRRRRRRR.
Wyktad 7 9/ 12
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Okres obiegu po orbicie eliptyczne;

o Bez wzgledu na rodzaj sity centralnej, jesli znamy trajektorie, to zalezno$¢ ruchu
obiektu od czasu mozna wyznaczyé z prawa zachowania momentu pedu:

0 27
pr?d =1 = t=%jr2d9 = T:%jﬁd@
0 0

1 p2m
o Poniewaz dla kazdej zamknietej trajektorii mamy 3 jo r2dh = A,

wiec w szczegdlnosci poniewaz dla elipsy (A = wab) dostajemy:

3\ 1/2
(%)
0

4 2
Wstawiajac 7 = MG otrzymujemy Il prawo Keplera: 72 = ( T ) a®
MoG

_ 2mabp

2o p2yb?
l _ o

a

T

ktére jest stuszne jedynie dla sit proporcjonalnych do 1/r2.
3
o W jednostkach astronomicznych (Mg, AU, rok) mamy G = 472 oraz 72 = GM
o Przyktad: Wiedzac, ze okres obiegu Plutona wokét Storica wynosi 248 lat,

wyznacz dtugos¢ dtuzesz poétosi jego orbity - 39.5 AU.
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Zaleznos¢ od czasu - rownanie Keplera

Czas potrzebny do osiagniecia dowolnego punktu P na orbicie mozna wyliczy¢ z:
0
=1 = t= %fﬁd@ = t0)=..
0

Duzo prostsza formute otrzymuje sie jednak dla kata ¢ (rysunek).
Poniewaz

CN=CF+FN = acosty=ae+rcosb

. L 1 a
z réwnania elipsy o= b_2(1 + ecosf)

2

otrzymujemy (1 —ecos®)(1 +ecost) = —
a

o b

dy  a(l —ecos)

Po zrézniczkowaniu mamy:

A wiec:
1
tZTJOT a,2lj 1—|—ec056 :a2lf (]-HTe)qu/} ’(Z)—
b v b . .
= aT 0 (1—ecos¢)d1/)=a7(1/1—651n1/;):§l2:,yb2/a§:%(d}_esmw)
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Podréze kosmiczne

Aby zminimalizowaé zuzycie paliwa w podrézy z jednej orbity kotowej na inna,
musimy zminimalizowaé wielko$¢ (rozpatrujemy tylko trnsfer pomiedzy orbitami
planet - zaniedbujemy start i lagdowanie):

Q = [AT4 + |AT7]
Orbita, ktéra taczy dwie planety i minimalizuje @
nazywana jest orbitg transferu Hohmanna
(start - peryhelium, ladowanie - aphelium):

1 rB—TA
= 1 — = 1 —— — - _ = @
ra=a(l—e) rp=a(l+e) a 2(rA+rB) e R
b2 2M oG
Moment pedu orbity wynosi: 1% = 2 v(1—e*)a = ZoUTBTA
a rg+ra

Predkosci po pierwszym uruchomieniu silnikéw i przed drugim uruchomieniem:
! 2MoG 1/2 2MoG 1/2
tr T ”L:< i ) “R:( ; TA))
,

ra(rp+1a) rp(rp +ra
2.3 2 3
Catkowity czas podrézy (potowa okresu orbity): T2 = L (rs +14)
8MoG
AN

Aby doszto do spotkania start musi odby¢ sie pod katem o == 5
"B
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