Zestaw 2 / Rachunek wariacyjny:

2,72
. Znajdz warto$é stacjonarng funkcjonatu J[y] = / —de, jesli spelnione sa warunki brzegowe
1 X

y(1) = 3 i y(2) = 18. Pokaz, ze znaleziona warto$é stacjonarna jest globalnym minimum.

. Samolot porusza sie w plaszczyznie (x, z) z punktu (—a,0) do (a,0), przy czym z = 0 oznacza
poziom ziemi. Koszt lotu samolotu na wysoko$ci z wynosi exp (—kz) na jednostke odlegtlo-
$ci, gdzie k > 0 jest znang stalg. Znajdz warto$¢ stacjonarng w problemie polegajacym na
minimalizacji calkowitego kosztu podroézy.

. Linig geodezyjng nazywamy najkrotszg odleglo$é pomiedzy dwoma punktami. Znajdz linie
geodezyjne laczace dwa dowolne punkty na powierzchni: (a) sfery, (b) walca, (c) stozka. W
zalezno$ci od problemu wygodnie postuzy¢ sie wspélrzednymi sferycznymi lub cylindrycznymi.

. Zgodnie z zasadg Fermata promien swiatla porusza sie pomiedzy dwoma punktami po trajek-
torii ktéra minimalizuje czas jego podrézy. Rozwazmy promien rozchodzacy sie w medium,
1/2
ktérego wspoélczynnik zalamania dany jest przez n = ng <1 + > , gdzie ng oraz a sa dodat-
a

nimi stalymi. Zal6zmy, ze promien $wiatla przechodzac przez poczatek ukladu wspodirzednych

porusza sie poziomo. Pokaz, ze trajektoria tego promienia nie jest linia prosta lecz parabolg
2

z = x%/4a.

. Producent plynu do prania musi wyprodukowaé objetos¢ X plynu w czasie T. Niech x(t)
oznacza objetos¢ ptynu wyprodukowang po czasie t. Zalézmy, ze koszt produkcji na jednostke
objetosci dany jest przez o+ B¢, natomiast koszt magazynowania na jednostke czasu przez v,
gdzie a, 3 i v sg dodatnimi stalymi. Caltkowity koszt produkcji opisany jest funkcjonatem:

X T T
K = / (o + B&)dx + / ~yadt = / (o + Bx)E + vx| dt
0 0 0
Znajdz funkcje x(t) okreslajaca optymalng szybko$é¢ produkcji. W obliczeniach przyjmij o = 3,
B =1,~v =2, T = 4 oraz warunki brzegowe (0) =01i z(4) = X.
. Rozwazmy funkcjonal:
1 1
Iu,v] = 5/ ()% + (v')? + 2u'?'] d=
0

z warunkami brzegowymi u(00) = 0, v(1) = 1 oraz pozstalymi naturalnymi warunkami brzego-
wymi. Wyznacz ré6wnania E-L dla tego funkcjonalu oraz wszystkie pozostale warunki brzegowe.
Sprébuj réwniez znalezé jawne postacie funkcji u(z) i v(x).

. Znajdz réwnanie E-L ktére spelnia funkcja stacjonarna u(x) dla funkcjonatu
1
Iu] = / [(Vzu')? — (zu)?] de
0
przy warunkach brzegowych 4(0) = 0 i u(1) = 0 oraz wiezie calkowym fol (zu)?dx = 1. Sprébuj

réwniez znaleZé jawna postaé funkceji u(x).

. Rozwazmy kabel o masie na jednostke dlugo$ci p zawieszony pomiedzy punktami (x1,u;) oraz
(2, u2) i znajdujacy sie w polu grawitacyjnym o natezeniu g. Wyznacz ksztalt u(x) jaki przyj-
mie kabel w stanie ré6wnowagi, wiedzac ze jego dlugos$¢é wynosi £.



