Zestaw 3 / Rownania Lagrange’a:

1. Na bezmasowej sprezynie o dlugosci swobodnej ly zawieszono mase m (rysunek). Uklad znaj-
duje sie w polu grawitacyjnym i moze sie poruszaé jedynie w plaszczyznie pionowej. Zapisz
lagranzjan ukladu i znajdz réwnania ruchu dla zmiennych 6 oraz A = (r — rg)/ro, gdzie 7o jest
dlugoscia spoczynkowq sprezyny na ktorej wisi masa m. Wprowadz oznaczenia wsz = k/m oraz
wz = g/ro. Znajdz rozwigzania réwnan ruchu w przyblizeniu malych drgan (harmonicznych).

2. Dysk o masie M i promieniu R §lizga sie bez tarcia po poziomej powierzchni. Drugi dysk o masie
m i promieniu r jest zamocowany na osi przechodzacej przez jego Srodek w punkcie oddalonym
ob od $rodka duzego dysku, tak ze moze sie obracaé bez tarcia (rysunek). Znajdz réwnania ruchu
ukladu. Jako wspélrzedne uogdlnione wybierz wspélrzedne (x,y) $rodka wiekszego dysku oraz
katy obrotu wiekszego 0 i mniejszego ¢ dysku.

3. Jednorodny walec o masie M i promieniu R spoczywa na pziomej powierzchni, a na nim umiesz-
czono drugi, identyczny walec (rysunek). Gérnemu walcowi nadano infinitezymalne wychylenie
z polozenia réwnowagi. Zakladajac, ze oba walce tocza si¢ bez poslizgu znajdz (a) lagranzjan
ukladu, (b) stale ruchu, oraz (c) pokaz, ze dopdki walce pozostaja w kontakcie zachodzi:

2 _ 12g(1 — cos 0)
R(17 + 4cos 0 — 4 cos? 0)

gdzie 0 jest katem jaki tworzy plaszczyzna w ktorej lezg osie walcow z pionem.

4. Pelny cylinder o promieniu a moze toczyé sie bez poslizgu po wewnetrznej powierzchni nie-
ruchomego, wydrazonego walca o promieniu b > a (rysunek). Znajdz réwnanie ruchu cylindra

oraz okres jego malych drgan. (Odp. T = 27+/3(b — a)/(2g)).

5. Jednorodne, prostokatne drzwi o szerokosci 2a moga sie swobodnie wahaé na zawiasach. Drzwi
sa wadliwie zamontowane, a linia mocowania zawiaséw tworzy z pionem kat « (rysunek). Znajdz
réwnanie ruchu dla kata 6@ wychylenia drzwi z poltozenia réwnowagi oraz okres matych drgan.

Odp. T = 47+/a/(3g sin )

6. Jednorodny dysk o masie M i promieniu a moze toczy¢ sie bez poslizgu po poziomym torze.
Do osi dysku zostala zaczepiona nierozciagliwa i niewazka nié¢ o dlugosci b, na ktérej zawieszono
mase¢ m (rysunek). Caly uklad moze porusza¢ si¢ jedynie w plaszczyznie pionowej. Wybierajac
jako wspélrzedne uogoélnione przesuniecie poziome x Srodka dysku, oraz kat 6 jaki rworzy
ni¢ z pionem, zapisz réwnania Lagrange’a. Pokaz, ze x jest wspélrzedna cykliczng i znajdz
odpowiadajacy jej zachowany ped p,. Czy p, jest pozioma skltadowa zwyklego pedu ukladu?
Znajdz okres malych wahah masy m. Odp. 27+/3Mb/g/(3M + 2m)
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Jednorodna kula o masie m stacza sie bez poslizgu z ré6wni pochylej o masie M i kacie nachylenia
a (rysunek). Réwnia moze poruszaé si¢ bez tarcia po poziomej powierzchni. Wybierajac jako
wspolrzedne uogdlnione przesuniecie réwni x wzgledem ustalonego punktu, oraz polozenie
$rodka kuli y wzgledem poczatku réwni, zapisz rownania Lagrange’a oraz znajdz przyspieszenie
réwni wzgledem ziemi oraz przyspieszenie $Srodka kuli wzgledem réwni.

. Pret o dlugosci 2a oparty jest jednym koncem o podloge po ktérej moze sie $lizgaé bez tarcia

(rysunek). Poczatkowo pret tworzy kat o z pionem, a nastepnie zostaje puszczony swobodnie po
czym porusza sie w plaszczyznie pionowej. Wybierajac jako wspélrzedne uogdlnione poziome
przesuniecie x $rodka preta oraz kat 0 jaki tworzy pret z pionem, zapisz réwnania Lagrange’a.
Pokaz, ze x jest stale w tym ruchu oraz uzasadnij, ze rOwnanie na 0 jest rownowazne réwnaniu
wynikajacemu z zasady zachowania energii. Znajdz silte reakcji IN podloza na pret jako funkcje 6.
Odp. N = mg(4 + 3cos? 0 — 6 cos a cos 0) /(1 + 3sin® )2

. Na jednorodny cylinder nawinieto lekka, nierozciaggliwa ni¢ (yo-yo). Swobodny koniec linki

zamocowany jest do uchwytu, tak, ze yo-yo porusza sie pionowo, oraz prosty odcinek linki
takze jest pionowy (rysunek). Uchwyt porusza si¢ w kierunku pionowym ruchem zadanym przez
funkcje Z(t). Wybierajac jako wspdlrzedna uogdlniona kat obrotu 8 yo-yo zapisz odpowiednie
réwnanie Lagrange’a. Znajdz przyspieszenie yo-yo. Jakie przyspieszenie musi mie¢ uchwyt aby
yo-yo pozostawalo w spoczynku. Zaktadajac, ze caly uklad rozpoczyna ruch ze stanu spoczynku,
znajdz wyrazenie na zalezno$¢ catkowitej energii E = T+ V od czasu. Odp. E = %m,(Z'2 +297)

Czastka o masie m jest zawieszona na lekkiej, nierozciggliwej nici przechodzacej przez pierScien
umieszczony pionowo pod punktem zamocowania linki do uchwytu (rysunek). Czastka porusza
sie w plaszczyznie pionowej, a linka jest zawsze napieta. W pewnym momencie uchwyt zaczyna
porusza¢ sie do gory zgodnie z funkcjg Z(t). W efekcie czastka porusza sie jak zwykle wahadlo
ktérego dlugosé zalezy od czasu jak a — Z(t) gdzie a jest pewna dodatnig stala. Wybierajac
jako wspoblrzedna uogdlniona kat 6 pomiedzy linka i pionem znajdz odpowiednie réwnanie
Lagrange’a. Znajdz funkcje energii h oraz catkowitg energie E ukladu i pokaz, ze h = E — mZ2.
Czy istnieje jakas wielko$¢ zachowana w tym ruchu?

Jednorodna obrecz o masie M moze sie §lizgaé bez tarcia po poziomej powierzchni. Po obreczy
moze sie poruszaé robak o masie m. Uklad jest w spoczynku kiedy robak zaczyna sie poruszaé
(rysunek). O jaki kat obréci sie obrecz kiedy robak wykona jedno okrazenie obreczy? Jako
wspoélrzedne uogdlnione w tym problemie prosze wybraé: wspélrzedne (X,Y) $rodka obreczy
oraz kat 6 obrotu obreczy wzgledem potlozenia poczatkowego. Punkt A na rysunku jest ustalo-
nym punktem na obreczy, ktéry w chwili poczatkowej wraz ze Srodkiem obreczy wyznaczat linie
réwnolegla do poloza. Kat ¢ niech oznacza kat o jaki przesungl sie robak wzgledem obreczy.
Uwaga: ¢ nie jest wspélrzedna uogélniona, ale znang funkcjg czasu.
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