Zestaw 4 / Réwnania Lagrange’a i Hamiltona:

1. Czastka o masie m moze sie swobodnie §lizgaé¢ wzdluz drutu AB (rysunek) ktérego odleglosé
od poczatku ukladu wynosi k. Linia OC obraca sie wokoél poczatku ukladu ze stala predkoscia
katowa 0 = w. Do opisu pozycji czastki wykorzystujemy zmienne uogélnione 6 (rysunek) oraz
odleglo$¢ g od punktu C. Zakladajagc, ze na czastke dziala sila grawitacji oraz, ze warunki
poczatkowe dane sg przez 6(0) = 0, ¢g(0) = 0, ¢(0) = 0, pokaz, ze zalezno$¢ wspdlrzednej g od
czasu dana jest przez:

q(t) = 9 (cosh wt — cos wt)
2w?

Znajdz Hamiltonian ukladu i poréwnaj go z calkowita energia. Czy energia jest zachowana w
tym ruchu?

2. Wahadlo skonstruowano w ten spos6b, ze masa m zostala zawieszona na nierozciggliwej i nie-
wazkiej nici o dtugosci I, ktérej drugi koniec przymocowano do najwyzszego punktu pionowego
dysku o promieniu R gdzie R < l/m (rysunek). Znajdz réwnanie ruchu wahadla oraz wyznacz
okres jego maltych drgan. Znajdz polozenie linii wzgledem ktérej wychylenie katowe wahadla
w obie strony jest takie samo. Umie$¢ poczatek ukladu wspoélrzednych w $srodku dysku, a jako
wspolrzedng uogdlniong wybierz kat 6 jaki tworzy z osig y promien wodzacy ostatniego punktu
styku linki z dyskiem.

3. Wahadlem sferycznym nazywamy mase m zawieszona na nierozciagliwej i niewazkiej nici o dtu-
gosci a, poruszajacej sie w polu grawitacyjnym. Rézni sie ona od zwyklego wahadla matema-
tycznego tylko tym, ze ruch nie jest ograniczony do ptaszczyzny. Wybierajac jako wspoélrzedne
uogdblnione katy polarny 0 oraz azymutalny ¢, znajdZz réwnania Hamiltona dla tego problemu.

4. Czastka o masie m porusza sie pod wplywem sily grawitacji wzdluz spirali z = k0, r = const
gdzie k jest stalg, a 0§ z jest skierowana pionowo. Znajdz réwnania ruchu Hamiltona.

5. Dwie masy m; i mo sa polaczone bezmasowsg sprezyng o dlugosci b i stalej sprezystosci k. Uktad
spoczywa na gladkim stole i moze sie zar6wno obraca¢ jak i wykonywaé drgania. (a) Znajdz
réwnania Lagrange’a, (b) znajdz pedy uogélnione odpowiadajace wspéirzednym cyklicznym,
(¢) znajdz réwnania ruchu Hamiltona.

6. Punktowa masa m porusza sie w potencjale o symetrii cylindrycznej V (p, z). ZnajdZz Hamil-
tonian oraz oraz kanoniczne réwnania ruchu w ukladzie obracajacym sie ze stalg predkoscia
katowag w wzgledem osi symetrii potencjalu. Wyniki przedstaw we wspélrzednych kartezjan-
skich oraz cylindrycznych.



