Zestaw 9 / Transformacje kanoniczne:

. Pokaz, ze dowolna funkcja F(q, ¢,t) spelnia tozsamos$ciowo réwnania Lagrange’a, wtedy i tylko
wtedy gdy jest pochodng zupelng dA /dt pewnej funkcji A(g, t) zaleznej tylko od wspoélrzednych
i czasu.
Oznacza to, ze lagranzjany L=1L- dA/dt oraz L prowadza do tych samych réwnan ruchu.
Pokaz, ze dla czastki poruszajgcej sie pionowo w jednorodnym polu grawitacyjnym, réwnania
ruchu sg niezmiennicze ze wzgledu na transformacje wspoélrzednej (a) 2’ = z+a, (b) 2/ = z+04t,
gdzie o i B sa stalymi. Tzn. znajdz postaé funkcji A w kazdym z przypadkow.
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. Hamiltonian dla prostego oscylatora harmonicznego ma posta¢é H = — + Emw

2. Wprowa-
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dzamy wielkosSci zespolone:
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a= (az—l—p) oraz a* = (:c—p>
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(a) Zapisz hamiltonian za pomoca a i a*.
(b) Oblicz nawiasy Poissona {a,a*}, {a, H} oraz {a*, H}.
(¢) Znajdz réwnania ruchu dla a i a*.

. Jednowymiarowy ruch czastki o masie m ze stalym przyspieszeniem opisany jest przez
1
x =20+ 2t + —at?, p=po+mat
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Pokaz, ze transformacja od ‘starych’ zmiennych x, p do ‘nowych’ zmiennych xg, pg jest transfor-
macja kanoniczng. Skorzystaj z (a) nawiaséw Poissona, (b) znajdz funkcje generujaca Fy(x, g, t).

. Pokaz, ze transformacje

Q = qgcosfO — Lsin@, P = mwqgsin8 4+ pcos
mw

sg transformacjami kanonicznymi obliczajac warto$é¢ {Q, P}, . Znajdz funkcje generujace Fi(q, Q,t)
oraz F»(q, P,t).

. Korzystajac z transformacji z poprzedniego zadania, zapisz hamiltonian oscylatora harmonicz-
2
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nego H = % + Emuﬂq2 w nowych zmiennych H(Q, P,t) zakladajac, ze parametr 6 jest
m

funkcjg czasu. Pokaz, ze mozna dobraé 0(t) tak aby H = 0. Dla tego wyboru 6(t) rozwiaz nowe
kanoniczne réwnania aby znalezé zalezno$¢ od czasu zmiennych @ i P. Wykorzystaj ré6wnania
transformacji kanonicznych do znalezienia zalezno$ci od czasu zmiennych q i p.

. Transformacje pomiedzy dwoma zestawami zmiennych dane sa réwnaniami:

Q = In(1++/qcosp)
P = 2(14 +/qcosp)+/qsinp

(a) Pokaz, ze jesSli zmienne g, p sa kanoniczne, to takze kanoniczne sg zmienne Q, P.

(b) Znajdz funkcje F3(Q, p,t) generujaca te transformacje kanoniczng.

. Czastka o masie m porusza sie¢ w jednym wymiarze ¢ w polu energii potencjalnej V(qg) =
1

Emwzqz, a jej ruch dodatkowo jest tltumiony sila Fy = —2m~q.

(a) Znajdz lagranzjan i hamiltonian opisujace ruch czastki.

(b) Dla funkcji generujacej Fa(q, P,t) = exp (vt)gP znajdz hamiltonian I-I(Q, P, t).
Pz 1,

— + -mw*Q +vQP.
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(d) Zapisz réwnania Hamiltona w zmiennych @, P, a nastepnie wykorzystujac stalg ruchu
znaleziona w (c) znajdz q(t).

(c) Pokaz, ze w nowych zmiennych stala ruchu jest K =



