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Relacje rekurencyjne

Definicja: Niech (Xn) = (XO, X1y X5, ) bedzie nastepujgco zdefiniowanym ciggiem:

(1) X,=Tr,, X, =TI, ..., X ,="r_, 8dzie r,,rI,,...,I,_; sa skalarami,
(2) dla N>k, X, =X, ;+&X, ,+...+ X, , gdzie a,,a,, ...,a, sa skalarami.

Jesli a, # 0 to rownanie (2) nazywamy liniowa relacjg rekurencyjna rzedu k, natomiast
rownania (1) nazywamy warunkami poczatkowymi rekurenciji.

Przykiad: ZnajdZ 100-tny wyraz ciagu zdefiniowanego dla N = 3relacja rekurencyjna
X, =5X,_; —6X,_, zwarunkami poczatkowymi X, =1, X, = 5.

Mozna liczy¢ po kolei wszystkie potrzebne 98 wyrazy ciagu ... albo zauwazy¢, ze

s [ X, V_[S -6)\[X. i \_As _Azs _n—2—»_5—6n_2X
X“‘(xn_l)‘(l 0)(Xn_:)—Axn_1—A %oy == A xz_(1 0) (Xf)

Diagonalizujemy macierz A: det(A—A1)=A*-5A14+6=0 = A, =3, A, =2

\71=(i’), v2=(§) = S=(i’ %) = S‘lAs:D=(3 g)

Teraz juz tatwo znajdujemy dowolng potege macierzy A:

k _ 1 k_ 1 3k 0 3 3k+1_2k+1 _2.3k+1+3.2k+1
A -(SpSY -sp s - {0 2k) S_( 32k 2.3443.2f
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Relacje rekurencyjne

A wiec:
Xn-1 X() \3"?-2"% —2.3"243.2"2 \1) (3" -2

czyli ostatecznie mamy: X, = 3"-2"
Twierdzenie: Niech bedzie zadana relacja rekurencyjna X, =ax,_, +bX, , oraz niech
A, i A, beda wartosciami wlasnymi wynikajacymi z rownania charakterystycznego
A? —ak —b=0.Wéwczas:
(@)Jesli A, #A, = X,=CA;+C,A; dlapewnych statych c,, C,.
(b)Jesli A, =A, =LA = X,=CA"+C,nNA" dla pewnych statych c,, C,.
Dowod:
a) X, =&, —bx,, =(cA] +cA) —alc Al +e A5 ) —b(e Al + Al ) =
=c A7 (M —ah, —b)+cA ? (A3 —ah, —b) =[A], —ak, . ~b=0] =0
b) X, —axX, ; —bx,, =(cA" +c,MA") —a(c A" + ¢, (n—DA"")-b(cA "2 + ¢, (n-2)A"?) =

A*—ak—b=0 _z(az )
S ] S Ty
A=a’+d4b=0 = x=a/2‘ =27

=cA" (el +2b) = H
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Relacje rekurencyjne

Przyktad (cd): Znajdz 100-tny wyraz ciagu zdefiniowanego dla N = 3relacja rekurencyjna

X, =5X,.1 —6X,_, zwarunkami poczatkowymi X, =1, X, =85.

Wiemy, ze wartosciami wiasnymi w tym problemie sa: A, =3, A, =2
Szukamy rozwigzania w postaci: X, =CA; +CA;, =C,;-3" +¢, - 2"

1=x%x,=c¢-3"+c, -2 3c, +2¢, =1 c, =1 " an
{5=x2=cl-32+c:2-22 9¢c, +4c, =5 = c, =-1 = Kp=3-2
W przypadku zaleznosci rekurencyjnej [ X, ) (al a v A, ak\ ( X 1 )
rzedu k mamy: Xn_1 1 0 - 0 0] X,
Xn—2 = 0 1 Xn—3
a-L a a - a, & ' o |
X 0O 0 1 0 )\x
1 Y 0 0 \*n-k+1/ U J\ M-k J
0 1 - =+(-A+ar " +ar 2+ . +a ,A+a)
0 0 1
0 0O O 1 -A
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Relacje rekurencyjne

Twierdzenie: Niech bedzie zadana relacja rekurencyjna X, =a,; X, ; + &, X, + ...+ a, X, _,

rzedu m. Zatézmy, ze stowarzyszony z nig wielomian charakterystyczny:
A"—aA" ' —...—a _A-a, =0

k
faktoryzuje sie do postaci (7\, — A, )m1 (7» -2, )m2 . ..(p\d =% )mk gdzie Z m =m
Wowczas X, ma ogolna postac: i=1

X, = (CH?\.T +C,NA + ...+ Cyp, N™ A ) + .+ (cklkﬂ +CMAR + .. Gy, nmk‘lxﬂ)

Przyktad: Znajdz Nn-ty wyraz ciagu zdefiniowanego dla n > 2 relacja rekurencyjna
X, =6X,_,—9X,_, zwarunkamipoczatkowymi X, =1, X, =6.
Znajdujemy wartosci wiasne: det(A—Al1)=A*—-61+9=0 = A=3 A,=3

Szukamy rozwigzania w postaci: X, =CA" +C,NA" =¢,-3"+¢C,-n-3"

1=X0=Cl'30 {Cl= c, =1 n
= = = Xx,=(1+n)3
{6=xl=c1-31+c2.31 3c,+3c, = c,=1
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Macierze hermitowskie i syme’rryczne

= macierz (anty)hermitowska: AT = +A — a = a

Ji
= macierz (anty)symetryczna: A' = +tA = a = 1a;
= wartosci wtasne macierzy hermitowskiej (lub rz. symetrycznej) sa rzeczywiste:

D: AX=AX = X'AX=AX"X }

t ) — 7 %
A=A > XAR=ARR | K(A-ATDR= (-2 )%

A=A" = (A-1")x'x=
X'Xx#0 = A=A
= wektory wiasne odpowiadajace roznym wartosciom wtasnym macierzy

hermitowskiej (lub rz. symetrycznej) sq wzajemnie ortogonalne:

: S o stag _a gt
D: AX, =A%, = xTAxl_x{i] }:) 0= (0, —1,)XI%,
AX, =L, X, => XAX,=A,X,X,

—»T—»

AM#EA, = XX =0

Definicja: Macierz kwadratowg A nazywamy normalng wtedy i tylko wtedy gdy komutuje
ona ze swoim sprzezeniem hermitowskim, tzn. AAT = ATA.
Whiosek: Wszystkie macierze (anty) hermitowskie (rz. (anty) symetryczne), unitarne

(rz. ortogonalne) sa macierzami normalnymi.
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Diagonalizacja macierzy hermitowskie;

Twierdzenie: Macierz hermitowska (lub rz. symetryczng) mozna zdiagonalizowac za

pomocg macierzy unitarnej (lub ortogonalnej).

D: W przypadku wszystkich roznych wartosci wtasnych macierz mozna zdiagonalizowac
za pomoca transformaciji podobieiistwa S AS =A
Pokazemy, ze macierz hermitowska mozna zdiagonalizowac rowniez w przypadku
zdegenerowanych wartosci wtasnych.
Niech A, bedzie zdegenerowang wartoscig wtasna macierzy hermitowskiejH .. a X,
wektorem wlasnym do tej wartosci wlasnej.
Konstruujemy uktad n ortonormalnych wektoréw X; tak aby pierwszym z nich byt X,
Z wektoréw tych budujemy unitarng macierz U, = (X, X, .. X,)
Transformacja unitarna U "THU ma doktadnie ten sam zestaw wartosci wtasnych
co macierz H:

0=det(U'HU-A1)=det (U™ (H = A1 )U ) =detU ~'det (H — Al XetU =

=det(U™'U)det(H-A1)=det(H-A1)
Macierz UTHU jest hermitowska:

)
(U'HU) =U™HU=UHU
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Diagonalizacja macierzy hermitowskie;

Mamy: y . \
CH M HX, = A%,
; <~ X, — L ~ _om
U,HU, . H|X, X, X, |= HX. = h, i#1
: X, |X,)=8
\(— s,(n _)) \\L \L i, ) < I 1> i1
( % =) (AT 0 - 0 )
&« Xl S|/ T T T \ }\’1 |__0 ______ 0 [ .. .....................
« % >l . . B} 0 a, a-zvnl"\f bo jest UJHU ;
= . A X, h, h, =] . . . i hermitowska
\ € 5(71 —> ) \ \L \L \L J \ 0 Qs Ly
det(H-Al)=det(UHU, - )=
A —A 0 0 0 Y
0 0y —A Oy Oy # %2 zn
A3, 0y — A A3p
0 Oy, Oy —A == Oy, =(7»1—7») . . .
0 o, o - Y 02 O3 LT - A
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Diagonalizacja macierzy hermitowskie;

Definiujemy macierz H, stopnia n—1:

(0‘22 Oy - Qyy (7\,1 o --- 0 )

o e e o 0 e

Hy=| | . : UIHU L= : .
: oo = H, E

\Qny Opz v Oy \ 0 ....... SR .)

Wsrod wartosci wiasnych H,; musi pojawic sie A,. Konstruujemy uktad n—1 ortonormal-
nych wektorow z ktorych pierwszy jest wektorem wtasnym macierzy H, do wartosci

witasnej A:
A (Va3 ) (Van )
R Y32 R Y33 ~ Yan _ ~
Y= .t Y, = N L Yn-1 = : Hy, =AY,
\ynZ) \yn3) \ynn)
(1 0 - 0)
. . : o 0 vy = Yan
Definiujemy unitarng macierz U, stopnia n: U, =
\0 Y2 ynn)
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Diagonalizacja macierzy hermitowskie;

Wowczas unitarna transformacja podobienstwa za pomoca U, daje:

Ul (UTHU U, =
(1 0 0 )

_ 0 y22 yn2
\0 y;n ytm)

(1

0

0 v,

\0 Yn2

0 A
y2n

ynn )

\0 0 BnS Bnn)

Hlyl = 7‘1)71
<)7i |)71> =0,
0 )

0

Jesli A, jest m-krotnie zdegenerowana wartoscig wlasna to powyzszy schemat powta-
rzamy m razy. Pozostata czeS¢ macierzy moze byc¢ zdiagonalizowana przez wektory

wilasne odpowiadajace roznym wartosciom wtasnym.
Do zdiagonalizowania macierzy stopnia n potrzeba n—1 transformacji unitarnych:

U'THU = A

U= U1U2...Un_1

Whiosek: Kazda macierz hermitowska (lub rz. symetryczna) stopnia n posiada n orto-
gonalnych wektorow wiasnych bez wzgledu na degeneracje wartosci wtasnych.

UHU=A = U(UHU)=UA = HU =UA
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Diagonalizacja macierzy hermitowskie;

Przyktad: Znajdz unitarng macierz U diagonalizujaca poprzez transformacje podobien-

stwa macierz hermitowska 2 I 1
H=|-1 2 I
1 -1 2
Wartosci wlasne macierzy H sg pierwiastkami jej rownania charakterystycznego
2-A i 1
det(H —Al1) = d2-h s AP +607-9%=-1(A-3) =0
_| —_

Mamy trzy wartosci witasne A, =3 A, =3 A;=0

us’ T - - " =
Niech V, = (V1 V, V3) bedzie jednym z wektorow wiasnych do wartosci wlasnej A,:

-1 1 1) v 1

- -1 i ||v,|=0 = V,-iv,-v;=0 = Vv, =|0

1 - -1)\v, 1
Wybieramy trzy liniowo niezalezne wektory 1 0 1
V,=|0| v,=|1| v,=|0
1 0 0
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Diagonalizacja macierzy hermitowskiej

Korzystajac z metody Grama-Schmidta znajdujemy uktad wektorow ortonormalnych:

(1 0 1)

J2 J2 (2
UHU,=| 0 1 0 ||-i 2

1, L1~

V2 J2 )
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Diagonalizacja macierzy hermitowskie;

Poniewaz H i UIH U ;maja te same wartosci wtasne, wiec A = 3 i A = 0 musza by¢

—iv2

1

2

iv2

wartosciami wtasnymi podmacierzy

{3

Znormalizowane wektory wtasne macierzy H, do wartosci witasnych A =3 iA =0 to

5 _ (1 0 0 )
g = L [-iV2 v o= L[] 21
yl \/5[ 1 ) y2 \/5(\/5) = U2= 0 -l 5 |$
o L 2
A wiec macierz diagonalizujaca U ma postac \ \/3 %
( \ [ \
1 L)1 0 o 1 1 1
=0 = NP
\/5 \/E 2 1 2 1
u=uUU,=| 0 1 0 0 —-i,j= 1—=|=| 0 -i, /= 1—
A T 1 2 1 1 1
V2 2)10 — = —= = ——=
NERVE] 3) (V2 V6o N3
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Diagonalizacja macierzy hermitowskie;

Rzeczywiscie mamy:

U'™HU =

|

0

"

W |

3

1
J2
1
J6
1

=

1 1 1
ilﬁ 6 V3
. .12 .1
fiIZJO_I\/;I\/g:[
L_l _1
2 J6 3

Kolumny macierzy U sg ortonormalnymi wektorami wtasnymi macierzy H:

HG, = A0, {

2 i
- 2
1 -i

1)
i

2)
1)
i
2)

1)
i
2

(1/V2) (1142

0 [=3] o
\1/32) (1142
([ 1/6 1/6
—iv213 |=3| =213
| -1/6 | ~1//6
(1/3 1/+/3
i3 |=0] i/V3
(-1/+/3 ~1/4/3
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Diagonalizacja macierzy hermitowskiej

W praktyce korzystamy z udowodnionego twierdzenia i konstruujemy macierz U ze

zortonormalizowanych wektorow wtasnych. Wektory wtasne do niezdegenerowanych

wartosci wiasnych znajdujemy w zwykty sposob.

Wektory wlasne do zdegenerowanej wartosci wiasnej A = 3 muszg spetniac warunek
X, =X, =X, =0 = X, =1X,+ X,

W ogolnosci wektory wiasne dane sa wiec przez

1X, + X, i 1
U= X, =X, [ 1]|+X;5]0
X3 0 1 1
Jeden z wektorow wtasnych znajdujemy wybierajac np. X, =0: U, = L 0
Drugi wektor wybieramy jako ortogonalny do Ul: \/5 1
IX, + X,
Tlo)=1 0 1) x, [=iX+2%,=0 = x,=2ix,
X3 -1 -1
Drugi wektor wtasny do wartosci wiasnej A =3to U, = X;| 21 |= 1 21

1 V6 1
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Réwnoczesna diagonalizacja macierzy

Twierdzenie: Dwie macierze A i B mozna jednoczesnie zdiagonalizowac poprzez trans-

formacje podobienstwa wtedy i tylko wtedy gdy macierze A i B komutuja tzn. AB=BA.
D). D, =S'AS _, DiD,= S'ASS' BS=S AB

D2:S"1BS D, D, = S'BSS' AS=S BA

D1D2—D2D1:S'1ABS— S'BAS > S'ABS=S BAS=> AB = B/
DI“: STAS=D, S'BS=B

(7"1b1'1 7"1b1'2 A‘lblln\
S'TABS=S'ASS'BS=DB 1 : : :
\Aalhy Ay e Ay,
(7"1b1,1 7"2b1'2 }“nblln\
S'BAS=S'BSS' AS=BD F : : :
U‘lbr’n Xzbrlmz }"nbr’m)

Ab, e 0
Dlar#); AB=BA = DB'=BD, = B'=| ! "

L D,
0 }\'nbr'm
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Réwnoczesna diagonalizacja macierzy

Dla zdegenerowanych wartosci witasnych (po uporzadkowaniu) mamy (b’;=0dla x,sexj):

Ml 0 {10 B,10 {10

0 (Al -] 0 0 B, 10

S'AS =D, = |~ : B’ = | ottt
L0 0 00 - B

)
Poniewaz B=B' = B'=S'BS=(S'B3 = B wiec istnieje unitarna macierz:

(Tl 0 [ ---! 0)
0 T, - 0

T=|++t—+| = T'(S'BS)T=D,
0.0 - T

Z drugiej strony mamy  T~'(S™AS)T=T"'D,T=D,T7'T=D,

A wiec istnieje macierz unitarna U=ST diagonalizujgca jednoczesnie macierze A i B.
Uwaga: W mechanice kwantowej operatory ktore mozna jednoczesnie zdiagonalizowac
odpowiadajg wielkosciom fizycznym, ktorych jednoczesny pomiar nie jest ograniczony
zasada nieoznaczonosci.
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Réwnoczesna diagonalizacja macierzy

Przyktad: Znajdz unitarng macierz U diagonalizujgcg jednoczesnie macierze

i) o

3 2
2 3

o

Znajdujemy wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy A:

p -

det(A—M)=‘ )

=)

Rzeczywiscie mamy:

ST'AS=

S'BS=

Jednoczesnie widac, ze wartosciami wtasnymi macierzy B sg A,=1i A,=5

A

—

1
2
1

2

5 =

1
2—-A

il

A wiec unitarna macierz diagonalizujacato S=

_1\
1

_1\

1)

|
|

2 1
1 2

|

3 2
2 3

Fl
1 1) (1
\—1 1) \0
1 1) (1
\—1 1) KO

M. Przybycien
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=A-1D(A-3)=0 => A, =1

)
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