Wykiad 13



Macierze normalne

Twierdzenie: Macierz mozna zdiagonalizowac¢ za pomoca unitarnej transformacji podo-

bienstwa wtedy i tylko wtedy gdy jest normalna (AAT = ATA).
D<), Dowolna macierz kwadratowa mozna zapisac w postaci A=B +IC gdzie

B:%(A+AT) BN BT:%(A+AT)T=—;(A '+ A)=B

C=2(A-A") = Cl=-2(a-A") =—2L(a'-A)=C
21 2l 2

Bc:4—l_(A2-AA*+A*A _A )
! .= jesli AAT=A'A to BC=CB

CB :4—1i(A2-ATA +AAT-A )
Poniewaz macierze B i C komutuj , wiec moga byé jednoczénie zdiagonalizowane,
czyli U7'AU = U'BU + iU~'CcU musi tez by¢ macierza diagonalm.

D&: U'AU=D = (U'AU) =U"AU=D'=D"
U'AAU=(U"AU)(UTA U )=DD"

~ > AAT=AA
U'afAU=(U'AU)UAU)=DD
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Diagonalizacja macierzy - podsumowanie

Zarowno hermitowskie (rz. symetryczne) jak i unitarne (rz. ortogonalne) macierze

mozna zdiagonalizowac za pomoca unitarnej transformacji podobienstwa.

m wartosci wkasne macierzy hermitowskiej sa zawsze rzeczywiste (wlasnie dlatego w
mechanice kwantowej obserwable sg zawsze stowarzyszone z wartosciami
wlasnymi operatorow hermitowskich)

m  wektory wlasne macierzy hermitowskiej moga byc zespolone dlatego unitarna
macierz diagonalizujgca jest w ogolnosci zespolona.

m macierz rz. symetryczna jest macierzg hermitowska, a wiec jej wartosci wtasne sg
rzeczywiste. Poniewaz wartosci wtasne i sama macierz sa rzeczywiste, wiec wektory
wlasne mozna wybrac jako rzeczywiste, a w konsekwencji macierz diagonalizujaca
jest rzeczywistg macierza ortogonalna.

m macierze unitarne i rz. ortogonalne mozna zdiagonalizowac przy pomocy macierzy
unitarnej. Poniewaz wartosci wtasne i wektory wtasne sa w ogolnosci zespolone,
wiec rowniez macierz diagonalizujaca jest macierza unitarna a nie ortogonalna.

(np. macierz obrotu jest rzeczywista macierza ortogonalna, jednak w ogolnosci
moze by¢ zdiagonalizowana przez zespolong macierz unitarna)

Uwaga: Nie wszystkie macierze kwadratowe mozna zdiagonalizowac, ale wszystkie
macierze kwadratowe mozna sprowadzi¢ do postaci trojkatne;j.
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Ruch czastki natadowanej

Przyktad: Ruch czastki natadowanej w statym polu magnetycznym skierowanym

—>

wzdtuz osi ztzn. B = BE,
Rownanie ruchu ma postac:

ruch jednostajny

& § §© ¢
wv o = dv, B, dv, gB ~ dv, _
ma_quB—q\;X \:)y \I/BZ 2w m @ T m w2

Rozwiazemy uktad dwoch pierwszych rownan:

) ) VA SR Y ) 1

Diagonalizujemy macierz A = ( 0. ! )

-1 0

det(A-Al)= ‘__7" _ix

Znajdujemy wektory wtasne i konstruujemy macierz diagonalizujgca:

Ul=%(_li) oraz Uz=%(il) = U:%(_li |1) U_IZ%(_ii %)

=A*-1=0 = A,=-1 A,=1
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Ruch czastki natadowanej

Zdiagonalizowana macierz ma postac: gB

U_IAUZ%(-H 1)(-0| (I))%(_ll i1)=(_01 (1)) T m

Rownania ruchu przyjmuja postac

Q V:( =£ -1 Vx — i -1
alv )= (v ) (¢
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czyli av, _ OV, d—v; =—ioV.
a dt g
ktorych rozwiazaniamisa v, = v, exp(iot) V, = Vg, exp(-iot)

(V(,)szu—l(v()szi(i lj(v(mlzi iV()x-l'VOy

\V(')y Voy ) 21 T)\Vey ) 2 =iVy, +Vy,

(v, U v% ZL(‘i i) V:x _1 vy, exp(iot) +ivy, exp(-iot) _

\z Vi) 21 V) 2 vy, expliot) + vy, exp(-iot)

1 (Vox — Vo, ) expliot) + (vo, +iv,, ) expl-iot) _( Vo, COS®L+V,, sinot
2| (v + Yy, )expliot) +(=ivy, +Vy, ) expl—iot) | | -V, Sinot +V,, cosnt
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Formy kwadratowe

Definicja: Rzeczywistg forma kwadratowa w zmiennych X, X,, ..., X,, hazywamy jedno-

rodny wielomian stopnia druglego o rzeczywistych wspotczynnikach & i rzeczywistych

zmlennychx (Xl,x ...,Xn) postaci
n Math

f (X) = Z X X = Player

J=
= Ay X{ +AuXs + .+ A, X2 428, X, X, + 285X, X5 + ..o+ 28, X X,
Uwaga: Macierz wspotczynnikow A mozna zawsze uwazac za symetryczng, poniewaz dla

dowolnej macierzy C mamy:

o =%(cij +cji)+%(cij —cji)s a; +b;, gdzie a,=a; oraz b, =-b,

ale 2 Dixix; =2, (=bir) %ix; =~ 2 byxpx == 2 byxx; =0

=1 =1 =1 =1

Przyktad: Zapisz forme kwadratowg f (X) =3X] —2X; +4X3 + X, X, + 3X, X5 —2 X, X4
3 1/2 3/2)( X,

f(R)=X"AX=(x%, X, x;)[1/2 =2 -1 || x,

3/2 -1 4 )\ x,

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 13-6

w postaci macierzowej.




Diagonalizacja formy kwadratowej

Definicja: Postacia kanoniczng formy kwadratowej nazywamy postac w ktorej wystepuja

jedynie wyrazy kwadratowe w poszczegolnych zmiennych.

Twierdzenie: Niech A bedzie symetryczng macierza stopnia n o wartosciach wtasnych
Ay Ay -y Ay, Oraz niech Q bedzie macierza ortogonalna diagonalizujaca macierz A
poprzez transformacje podobienstwa Q'AQ=D. Stosujac zmiane zmiennych X = QY
przeksztatcamy forme kwadratowa f (X) = X" A X do postaci kanonicznej

n
<) — 2 2 2
F(X)=) axX; =hYi +A,Y; + ...+ A, Y,
i, j=1
Dowsd: f(X)=%X"A%=(QY) AQY =Y QTAQY=F'DY = A,Y; +A,¥; +...+ Ay Vi
Twierdzenie: Rzad formy kwadratowej (czyli rzad okreslajacej ja macierzy) nie ulega
zmianie przy transformacji za pomoca nieosobliwej macierzy Q.

Definicja: 0golng (zespolona) forma kwadratowa w zmiennych z;, z,, ..., z, nazywamy
jednorodny wielomian stopnia drugiego o zespolonych wspotczynnikach 8 i zespolo-

nych zmiennych 'Z'=(Zl,22,...,zn)T postaci f(2)=2'Az = Z”: e
B B 5 ]

ij=1
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Krzywe stozkowe - przyktad: elipsa

Przyktad: Przeksztatcajac forme kwadratowa do postaci kanonicznej okresl jaka krzywa

stozkowa przedstawia rownanie 9x2 _ 4xy + 6 y2 B 2\/§X _ 4\/gy ~15 Math

Player

Czesc kwadratowa powyzszego rownania mozna zapisac jako:

9 -2)(x
9x* —4xy+6y* =9x* —2xy-2xy+6Yy’ =(X y)(_2 6j(y)

Wartosci wkasne macierzy wspotczynnikow:

9-A 2
-2 6-A

odpowiadajgce im wektory wlasne:

s 8 T = o)l
e (3 3]0 = on(F)407

Diagonalizujemy forme kwadratowa:

u:%(; ‘12) = UTAU=%( 5 1)( 2)( ) (3 100)
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Krzywe stozkowe - przyktad: elipsa

Diagonalizaja macierzy wspotczynnikow przy wyrazach kwadratowych, jest rownowazna
zmianie zmiennych: ( 1

X'=2V
R R i O
=U| , |=—F I =
y y') 52 1)y - L sy
A wiec wyjsciowe rownanie moze by¢ przepisane w postaci:

(x" y)UTAU ();:)—Zx/g%(x'—Zy')—mE%(Zx% y')=15

lub po uproszczeniu

(x-1)° y*_,
4 2

Jest to rownanie elipsy o srodku w punkcie (x' =1,y = 0) oraz osiach 2\/2 i 2\/5

0s glowna elipsy jest skierowana wzdtuz wektora V, a krétsza wzdtuz wektora V.,

Oznacza to, ze oS gtowna oryginalnej elipsy tworzy kat 0 z osig pozioma uktadu wspot-

rzednych, ktory jest rowny: . cosO 1 (1 1
V, = (sine) = ﬁ(Z) = 0= arccosﬁ
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Funkcje macierzy

Kazda macierz A moze by¢ pomnozona przez siebie dowolng liczbe razy:
A"=AA..A = AAT=A"M"
W_/
n razy
Dobrze zdefiniowana jest rowniez odwrotnosé macierzy A~'A = AA ~! =|

a wiec rowniez logiczne sa definicje:

A"=A""=AAT =] oraz A= @A)

Wykorzystujac te definicje mozemy zdefiniowac funkcje wielomianowe macierzy
poprzez doktadng analogie z funkcjami zmiennej skalarnej.

Przywtad: f (X)= x> +5x+4=(x+1)(x+4) A:(; ;)
f(A)=A?+5A +4 =(; ;)2+5(; ;)+4(0 (1)]=(i§ 390)
f(A)=<A+|)<A+4)=[(; )46 ‘1’)][( (4 g)}(}g )

Przyktad:

f(A):AZA_I -A(A2-1)” (; ;)[(; _1,)2—((1) (1))]1:%(_21 i)
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Funkcje macierzy

Dysponujgc macierzg kwadratowg A, zastanowmy sie jak nalezy zdefiniowac¢ funkcje
macierzy np. eA, SinA, InA, ...

P/ :
. . (a, a, | (Slha, Siha
Czy ma sens definicja:  SINA = Sln( 8 lzjz( 11 12)

a,, a, sina,, sina,,

Nie ma, poniewaz oczekujemy, ze funkcje macierzy powinny spetniac podobne zwiazki
jak funkcje zmiennych skalarnych, czyli np. sin’A+cos’A = | dla wszystkich macierzy A.

Do definicji funkcji macierzy mozna wykorzystac rozwiniecie funkcji w nieskonczony

szereg Maclaurin’a: f (Z) _ i 9. 7"
n
n=0

Jesli taki szereg jest zbiezny dla |Z| < R to réwniez szereg macierzowy Z a, A " jest
zbiezny jesli wszystkie wartosci wtasne A spetniajg warunek |7\.i | <R, n=0

Definicja (funkcji macierzy): f (A) = Z aA"

Przykiad: n=0
S A A d_NA | A A A
e—k;k!— AT TR —kZ::Ok!—+ tom
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Funkcje macierzy

Jesli A jest macierza diagonalizowalna wowczas mamy

A =SDS' = SdiagA, ,..A,) S
A*=(SDS') = SDS' SDS' .....SDS =$D'S =sdfad AL) -

n

kézy
00 k 00 k 1 00 k
Przykdad: € :ZA—|:ZSD lsr - S[ R‘] S'= Sdiad & ,..'e) $
~ kI ~ Kl ~ Kl

Niech A=(; f) ‘1—5x : ‘:xz—zx—m:o > A =6 A,=-4

Znajdujemy wektory wiasne i konstruujemy macierz diagonalizujgca

(1) . (1 11 11 1
(i) wefh) s os(h) = sl )

A of€e 0 e _1f1 1) 01 1)\_1(é+¢& & €
c ‘S(o e-4)3 ‘2(1 —1)(0 e“‘)(l —1)_2(6— & by é)
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Funkcje macierzy

Idee te mozna uogolni¢ na dowolna funkcje f(z) okreSlona na wartosciach wtasnych A,

diagonalizowalnej macierzy A=SDS ! wprowadzajac definicje
f (D)=diag(f (A,),....T (A,))
f(A)=sf(D)sS"' = sdiad f (,) ,...f (A,)) S

Przyktad: Rozwiaz rownanie macierzowe A% —4A + 4| = (g gj

Najpierw zdiagonalizujemy macierz znajdujaca sie po prawej stronie rownania:
4-A 3 | .2 _ 4 _
‘ 5 6—?»_7‘ 10A+9=0 = A, =11 A,=9
Znajdujemy wektory wiasne i konstruujemy macierz diagonalizujgca
(1 (3 (1 3 y 1(5 =3
ul_(—l) uz—(s) = S—(_l 5) = 5—8 1 1
Po zdiagonalizowaniu macierzy prawa strona rownania staje sie rowna

et (4 3\ e (10
D=5 @ JS‘@ »

Math
Player
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Funkcje macierzy

Lewa strona rownania musi by¢ rowniez diagonalna, a wiec:

S‘I(A2—4A+4I)S:SI(4 3) S:(l Oj

5 6 09

Xy ) wtedy rownanie przyjmuje postac

0 X,

S_I(A2—4A+4|)S: X12—4X1+4 0 =(l 0)
0 X; —4x,+4) \0 9

ktora jest rownowazna uktadowi rownan:
X; —4x,+4=1 = x,=1,3
X; —4X,+4=9 = X,=35,-1

Mozliwe sq nastepujace kombinacje:

10 1 0 30 30
A1:(0 5)’ Az:(o —1)’ A3:(0 5)’ A4:(0 —1)

W konsekwencji wyjsciowe rownanie ma wiec cztery rozwigzania:
_ 4_1(5 3 _1(1 -3 _1(15 3 _1(3 -3
Ar=SA.S ‘2(5 7)’ A2‘4(—5 —1)’ A3‘4(5 17)’ A4‘2(—5 1)
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Macierz nilpotentna

Przyktad: Dana jest macierz A. Znajdz e’

021 1 006 -3 0006
1003 -2 , (o000 3| .- 0000/ ,n_
A=looo 1| A =looool] A =|loooo| A =0dan>3

000 0 000 0 0000

1 2 4 1/2

A _ 1, 1,3 (0 1 3 -1/2
e—I+A+2!A +3!A +...= 0 0 1 1
0 0 0 1

Definicja: Macierz kwadratowag A stopnia n hazywamy nilpotentna, jezeli istnieje taka

liczba naturalna m > 1, ze A™= 0 (0 jest tutaj macierza zerowa).

Przyktad: Przyktadem macierzy nilpotentnej jest macierz (0 d, Q3 0 Gy )
scisle tréjkatna, tzn. majaca zera na diagonali i ponizej: 0 0 a, - a,
Twierdzenie: Dla macierzy nilpotentnej A zachodzi: Do ' Lo

det A=0orazTrA =0. o0 0 - a,,
Dowéd: AX=AX = A™=A"X 00 0 0 )
Poniewaz A"=0oraz X zQ wiec \"=0 = A =0

Awiec TrA=A +A,+...+A, =0 detA=AA,..A, =0
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