Wykiad §



Pojecie przestrzeni wektorowej

Definicja: Zbior YV nazywamy przestrzenig wektorowg (liniowa) nad ciatem liczbowym

Q = R lub C, jesli zdefiniowane sg dwa wzajemnie uzgodnione dziatania na jego elemen-
tach (wektorach), dodawanie oraz mnozenie przez liczby z Q, posiadajace nastepujace

wtasnosci (musza by¢ spetnione dla kazdego C,C,,C, € Q i kazdego (i, V,We V ):
A1) V\WelV = V+WweV

(A2) (V+W)+0=V+(W+0)

(A3) V+W=W+YV

(A4) istnieje wektor zerowyf) e ) taki, ze 6 + V = V dla dowolnegoV € V

(A5) dla kazdegoV € V) istnieje wektor przeciwny —V € V taki, ze V + (=V) = 0
(M1) CV eV dlawszystkichCe Qi VeV

m2) (€,c,)V=c,(c,V)

(M3) c(V+W)=cV+cw

(M4) (¢, +¢,)V=CcV+C,V

(M5) istnieje liczba 1 € Q taka, ze 1V = V dla dowolnego veV
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Przestrzenie wektorowe - przyktady

= zbior R™*" rzeczywistych macierzy m x n tworzy przestrzen wektorowa nad R.
= zbior C"*" zespolonych macierzy m x n tworzy przestrzen wektorowa nad C.

w szczegblnosci mamy: (%, \ (z,) |
nx1 Xy nx1 Zy
R™ =351 " | X;eRp oraz C =< " |; zelCy;
(\ %n )/ , (\%n)

m zbior liczb rzeczywistych nad R,
m zbior liczb zespolonych nad R oraz nad C,

Definiujemy operacje dodawania i mnozenia przez skalar funkcji jako

(f+g)(x)=f(x)+g(x) oraz (af )(x)=af (x)
= nastepujace zbiory tworzg przestrzenie wektorowe nad R:
— zbior wszystkich funkcji odwzorowujacych przedziat [0,1] w R,
— zbior wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych okreslonych na [0,1]
— zbior wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych rozniczkowalnych na [0,1]

s zbior P (t) wszystkich wielomianow o wspoétczynnikach zespolonych nad C.
= zbiér P (t) wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego badz réwnego n
o wspotczynnikach rzeczywistych nad R (ale nie nad C).
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Podprzestrzen

Definicja: Niepusty podzbior S przestrzeni wektorowej V nad ciatem Q (S C V) nazywa-

my podprzestrzenia przestrzeni V jesli S tworzy przestrzen wektorowa nad ciatem Q z
tak samo zdefiniowanymi operacjami dodawania i mnozenia przez skalar jak w V.
Twierdzenie: Niepusty podzbior S przestrzeni wektorowej V jest podprzestrzenia wek-

torowg przestrzeni V wtedy i tylko wtedy gdy spetnhione sg jednoczesnie warunki:
(A1) X,yeS = X+yeS

M1) XeS = oaXeS dlawszystkich o e Q

Dowod: S jako podzbior V dziedziczy wszystkie wtasnosci przestrzeni wektorowej V
z wyjatkiem (A1) (A4) (A5) i M(1). Ale (A1) i (M1) implikujg (A4) i (A5):

(M1): XeS = -x=(-1)XeS = (A5)

(A1): %(-X)eS = %+(-X)eS awiec 0 S = (A4)

Definicja: Podzbior Z={0} przestrzeni wektorowej V jest podprzestrzenia wektorowa

przestrzeni Vi nosi hazwe podprzestrzeni trywialnej.

Przyktad:
m zbior liczb rzeczywistych tworzy podprzestrzen przestrzeni liczb zespolonych nad R,

= zbior ’Pnc (t) jest podprzestrzenia przestrzeni P°C (1),
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Podprzestrzenie - przyktady

= zbior macierzy (rzeczywistych lub zespolonych) M"*®jest podprzestrzenig M™*"
dlar < moraz s< n (macierz r x Sutozsamiamy z macierzami m x n w ktérych
wszystkie elementy ostathich m—r wierszy i n—s kolumn to zera).

s zbior L = {(X, y) Y= ax} jest podprzestrzen przestrzeni R>

(zadna inna linia nie jest podprzestrzenig R?) \

= W przestrzeni R® hietrywialnymi podprzestrzeniami sg linie
proste i ptaszczyzny przechodzace przez poczatek uktadu,

m przestrzen R™ jest podprzestrzenia przestrzeni R" dla m<n
= Podany podzbiér S przestrzeni R® jest podprzestrzenia

X 2y—-2z 2 -1
S=4| Y| X=-2y+z2=0; = y 1Y, zeR;=3Y|1|+2 0 |:y,zeR
Z Z 0 1

Podany podzbiér L przestrzeni M?*? jest podprzestrzenia

b Sl e
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Powtoka liniowa, zbiory napinajace

Definicja: Niech S bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni wekto-

rowej V. Zbior YW wszystkich kombinac;ji liniowych wektorow z S ou + By
hazywamy powtoka liniowg (domknieciem liniowym) i oznaczamy \
przez span(S):

S={V,,v,,..,vV,} = span(S)={a,V, +a,V, +..+0a,7, |a; € Q}

Twierdzenie: Powtoka liniowa VW podzbioru S przestrzeni wektorowej

V jest jej podprzestrzenia. Mowimy, ze zbior S napina przestrzen Wg.

X = Zi &V, Y= Zi nV, XY espan(S)
X+Y =Y (& +n)V, espan(8) oraz Bx=) (P& )V, e span(S)
0x£lGeR® = span(t)={F|FeR® Fxi=0}

(prosta przechodzaca przez poczatek uktadu i rownolegta do wektora U
m U,Ve R to dwa niezerowe wektory, nie lezgce na tej samej linii;

span (,v) ={F |F e R®, F-(0xV) =0}

(ptaszczyzna przechodzaca przez poczatek uktadu w ktérej leza wektory U i V)
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Zbiory napinajace - wtasnosci

m skonczony zbior {1, X, X%, ..., X”} napina przestrzen wszystkich wielomianow stopnia
CO najwyzej n.
= nieskonczony zbior {1, X, X%, } napina przestrzen wszystkich wielomianow.

Twierdzenie: Niech A bedzie macierza ktorej kolejnymi kolumnami sa wektory ze zbioru
S = {él i T én} z podprzestrzeni V € R™1, Zbiér S napina przestrzen V wtedy i tylko
wtedy gdy dla kazdego ph ¢ ) istnieje wektor X taki, ze A X = b.

Dowod: Z definicji S napina V jesli istniejg state o, takie, ze dla kazdego be Y zachodzi:

(o, )
b= 0,3, + B, + .t a8, = (& 3, ][, 2 | = AR
\%n
Przyktad: Czy zbio6r S={(1 1 1), (1 -1 —1), (3 1 1)} napina przestrzen R>?
1 1 3)\(Xx, b, rz(A)=2
1 -111Xx,|=b rz(A|b)=3 np. dla b;=0, b,=1, b,=0
1 -1 1)\ x, b,

a wiec S nie napina R® (nie istnieje wektor X)
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Suma przestrzeni wektorowych

Definicja: Niech X i Y beda podprzestrzeniami V. Suma przestrzeni X i ) hazywamy

zbior wszystkich mozliwych sum wektorow z X’ i wektorow z Y :
X+Y={Xx+y|XeX i Je)}
Twierdzenie: Suma podprzestrzeni X’ i Y jest podprzestrzenig V.
Dowod: Niech & = X+). Wystarczy sprawdzi¢ warunki (A1) i (M1) dla S.
uveS = U=X+y,iV=X,+Vy, gdzie X, ,X,e X oraz ¥,,y, €Y
(A1): X, +X,e X oraz ¥, +V,€Y = U+V=(X+%,)+(V,+V,)eS

(M1): aX, e X oraz oy, ey = aU:oc(7(1+)71)=0t7<1+0t)71€5

Twierdzenie: Jesli S i Sy, napinajg przestrzenie X i Yto S, U S,, napina X+).

Dowod: Niech 8X={)"(1,)"(2,...,)"(r} oraz 8y={)71,)72,...,)7t}
r t
Zepan(8,USy) & Z=D oX +) B Y, =X+y gdzie XeXiye)
i=1 i=1

& ZeX+)y
Przyktad: Niech podprzestrzenie X’ € R? oraz Y C R* beda dwiema ré6znymi liniami
przechodzacymi przez poczatek uktadu, wtedy X+ = R>
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Podprzestrzenie - przyktady

Przyktad: Ktore z nastepujacych podzbioréw R™" sa podprzestrzeniami R™" :
® macierze symetryczne - tak

= macierze diagonalne - tak 1 1 1 2 03

= macierze nieosobliwe - nie np. A=(_1 1) : B=(_1 _1) = A+B=(0 0)
, _ o _(0-1) . _(0 0 _(0 -1

= macierze osobliwe nie np. A_(O 0) ' B—(_l 0) = A+B_(—1 0)

= macierze trojkatne — nie
= macierze gorno-trojkatne - tak
= wszystkie macierze komutujace z dang macierzg A — tak

AB,=B,A i AB,=B,A = A(B,+B,)=AB,+AB,=B,A+B,A=(B,+B,)A
m wszystkie macierze takie, ze A*=A —nie

A’=A i B2=B = (A+B)' =A’+AB+BA+B>=A+AB+BA+B#A+B
m wszystkie macierze takie,ze Tr A=0 - tak

Przykiad: Niech X bedzie ptaszczyzng w R przechodzaca przez poczatek ukiadu,
natomiast Y linig prostopadta do tej ptaszczyzny i rowniez przechodzaca przez
poczatek uktadu. Czym jest X+)Y ? — cala przestrzen R
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Podstawowe podprzestrzenie

Definicja: Funkcje f odwzorowujaca punkty ze zbioru D w punkty ze zbioru R nazywamy

funkcjag liniowg jesli spetnia warunki (dla wszystkich x, y € D i skalarow o):
f(x+y)=f(x)+f(y) oraz f(ax)=af(x)
Definicja: Zakresem R(f ) funkcji liniowej f: R" — R™ nazywamy podzbior
’R(f)={f (X)|Xe?’3”}g7’3m
Twierdzenie: Zakres R(f ) kazdej funkcji liniowej f: R" — R™ jest podprzestrzenig R™

oraz kazda podprzestrzen R" jest zakresem pewnej funkcji liniowe;.
Dowod: R(f ) jest podprzestrzenig R™:

(A1): yl,yzeR(f) = 3IX,,X,eR" takieze Y, = f( 1) iy,=f (7(2) =

= V. +Y,=f (X)+ f(X)=f (X, +%,)eR(f)
(M1): yeR(f) = IXeR" takieze y=f (X)) = ay=af (X)=f(aX)eR(f)
Kazda podprzestrzen V c R" jest zakresem pewnej funkgiji liniowej f: R" — R™

Niech zbiér {V,,V,,...,V,} napina przestrzed V ={a,V,+..+a,V, |a; € R}

A = (Vo |V, || V0) 1 %= (0,00 0) = 04V; + 0V, + .t 0,7, = AX

f (X)=AX jest liniowaimamy R( f )={A5’(|5’(e R”XI} ={a,V,+..+a,V, |o, eR} =V

xi
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