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(M1)(M1)(M1)(M1) dla wszystkich             i          

Pojęcie przestrzeni wektorowej
Definicja: Zbiór V nazywamy przestrzenią wektorową (liniową) nad ciałem liczbowym 

� = � lub C, jeśli zdefiniowane są dwa wzajemnie uzgodnione działania na jego elemen-

tach (wektorach), dodawanie oraz mnożenie przez liczby z �, posiadające następujące 

własności (muszą być spełnione dla każdego                        i każdego                      ):

v, w v w∈ ⇒ + ∈∈ ⇒ + ∈∈ ⇒ + ∈∈ ⇒ + ∈
� � � �� � � �� � � �� � � �

V V

v w w v+ = ++ = ++ = ++ = +
� � � �� � � �� � � �� � � �
(((( )))) (((( ))))v w u v w u+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +
� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �

(A4)(A4)(A4)(A4) istnieje wektor zerowy              taki, że                    dla dowolnego ∈∈∈∈
����
V0 v v+ =+ =+ =+ =0

���� � �� �� �� � v∈∈∈∈
����
V

(A5)(A5)(A5)(A5) dla każdego              istnieje wektor przeciwny                 taki, że v∈∈∈∈
����
V v∈∈∈∈-

����
V v ( v)+ =+ =+ =+ =-

����� �� �� �� �
0

vc ∈∈∈∈
����
V

(M3)(M3)(M3)(M3)

(((( )))) (((( ))))v vc c c c====1 2 1 2

� �� �� �� �

(((( )))) v v vc c c c+ = ++ = ++ = ++ = +1 2 1 2

� � �� � �� � �� � �
(((( ))))v w v wc c c+ = ++ = ++ = ++ = +
� � � �� � � �� � � �� � � �

(M5)(M5)(M5)(M5) istnieje liczba 1 Œ � taka, że                dla dowolnego  v v====1
� �� �� �� � v∈∈∈∈

����
V

(A1)(A1)(A1)(A1)

(A2)(A2)(A2)(A2)

(A3)(A3)(A3)(A3)

(M2)(M2)(M2)(M2)

v∈∈∈∈
����
Vc∈∈∈∈ �

(M4)(M4)(M4)(M4)

u, v, w ∈∈∈∈
� � �� � �� � �� � �

V, ,c c c ∈∈∈∈1 2 �
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Przestrzenie wektorowe - przykłady
� zbiór �m â n rzeczywistych macierzy m â n tworzy przestrzeń wektorową nad �.

� zbiór Cm â n zespolonych macierzy m â n tworzy przestrzeń wektorową nad C.

w szczególności mamy:

oraz; ;n n
i i

n n

x z
x z

x z

x z

× ×× ×× ×× ×

                        
                                    
= ∈ = ∈= ∈ = ∈= ∈ = ∈= ∈ = ∈                    
                    
                                    

1 1

2 21 1
� �

� �� �� �� �
C C

� następujące zbiory tworzą przestrzenie wektorowe nad �:

Definiujemy operacje dodawania i mnożenia przez skalar funkcji jako

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))orazf g x f x g x f x f x+ = + α = α+ = + α = α+ = + α = α+ = + α = α

- zbiór wszystkich funkcji odwzorowujących przedział [0,1] w �,

- zbiór wszystkich funkcji o wartościach rzeczywistych określonych na [0,1]

- zbiór wszystkich funkcji o wartościach rzeczywistych różniczkowalnych na [0,1]

� zbiór liczb rzeczywistych nad �,

� zbiór liczb zespolonych nad � oraz nad C,

� zbiór               wszystkich wielomianów  o współczynnikach zespolonych nad C.(((( ))))tC
P

� zbiór                wszystkich wielomianów stopnia mniejszego bądź równego n
o współczynnikach rzeczywistych nad � (ale nie nad C).

(((( ))))
n tR
P
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Podprzestrzeń
Definicja: Niepusty podzbiór S przestrzeni wektorowej V nad ciałem � (S Õ V) nazywa-

my podprzestrzenią przestrzeni V jeśli S tworzy przestrzeń wektorową nad ciałem � z 

tak samo zdefiniowanymi operacjami dodawania i mnożenia przez skalar jak w V.

Dowód: S jako podzbiór V dziedziczy wszystkie własności przestrzeni wektorowej V

z wyjątkiem (A1) (A4) (A5) i M(1). Ale (A1) i (M1) implikują (A4) i (A5):

(A1)(A1)(A1)(A1)

Twierdzenie: Niepusty podzbiór S przestrzeni wektorowej V jest podprzestrzenią wek-

torową przestrzeni V wtedy i tylko wtedy gdy spełnione są jednocześnie warunki:

x, y x + y∈ ⇒ ∈∈ ⇒ ∈∈ ⇒ ∈∈ ⇒ ∈
� � � �� � � �� � � �� � � �

S S

dla wszystkich    x x∈ ⇒ α ∈ α∈∈ ⇒ α ∈ α∈∈ ⇒ α ∈ α∈∈ ⇒ α ∈ α∈�
� �� �� �� �
S S(M1)(M1)(M1)(M1)

(((( )))) (((( ))))M1 : x x = xS S∈ ⇒ ∈∈ ⇒ ∈∈ ⇒ ∈∈ ⇒ ∈- -1
� � �� � �� � �� � �

(((( )))) (((( )))) (((( )))) a więc  A1 : x, x x + xS S S∈ ⇒ ∈ ∈∈ ⇒ ∈ ∈∈ ⇒ ∈ ∈∈ ⇒ ∈ ∈- - 0
����� � � �� � � �� � � �� � � �

  

(A5)⇒⇒⇒⇒

(A4)⇒⇒⇒⇒

Definicja: Podzbiór Z={0} przestrzeni wektorowej V jest podprzestrzenią wektorową 

przestrzeni V i nosi nazwę podprzestrzeni trywialnej.

Przykład:

� zbiór liczb rzeczywistych tworzy podprzestrzeń przestrzeni liczb zespolonych nad �,

� zbiór                jest podprzestrzenią przestrzeni              ,(((( ))))
n tC
P (((( ))))tC

P
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Podprzestrzenie - przykłady

� zbiór                                          jest podprzestrzeń przestrzeni �2

(żadna inna linia nie jest podprzestrzenią �2 )

(((( )))){{{{ }}}}, :x y y ax= == == == =�

� zbiór macierzy (rzeczywistych lub zespolonych) �r â s jest podprzestrzenią �m â n

dla r b m oraz s b n (macierz r â s utożsamiamy z macierzami m â n w których 

wszystkie elementy ostatnich m-r wierszy i n-s kolumn to zera).

� w przestrzeni �3 nietrywialnymi podprzestrzeniami są linie 

proste i płaszczyzny przechodzące przez początek układu,

� przestrzeń �m jest podprzestrzenią przestrzeni �n dla m<n

� Podany podzbiór S przestrzeni �3 jest podprzestrzenią

:
x

S y x y z
z

2 0
            
    = − + == − + == − + == − + =                    

: , : ,
y z
y y z y z y z
z

2 2 1
1 0
0 1

            − −− −− −− −                                
                    = ∈ = + ∈= ∈ = + ∈= ∈ = + ∈= ∈ = + ∈                                                                            

� �

� Podany podzbiór L przestrzeni �2â2 jest podprzestrzenią

:
a

L a b c
b c

0
0

        = + + == + + == + + == + + =        
        

: , : ,
b c

b c b c b c
b c

0 1 0 1 0
1 0 0 1

            − − − −− − − −− − − −− − − −                    = ∈ = + ∈= ∈ = + ∈= ∈ = + ∈= ∈ = + ∈                                
                                

� �
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Powłoka liniowa, zbiory napinające

(((( )))) {{{{ }}}}3 3u u r | r , r u = 0span≠ ∈ ⇒ = ∈ ×≠ ∈ ⇒ = ∈ ×≠ ∈ ⇒ = ∈ ×≠ ∈ ⇒ = ∈ ×0 � �
����� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �

�

(prosta przechodząca przez początek (prosta przechodząca przez początek (prosta przechodząca przez początek (prosta przechodząca przez początek układu i równoległa do wektoraukładu i równoległa do wektoraukładu i równoległa do wektoraukładu i równoległa do wektora u
����

� to dwa niezerowe wektory, nie leżące na tej samej linii;

(((( )))) (((( )))){{{{ }}}}3u, v r | r , r u v = 0span = ∈ ⋅ ×= ∈ ⋅ ×= ∈ ⋅ ×= ∈ ⋅ ×�
����� � �� � �� � �� � �� � � �� � � �� � � �� � � �

3u, v∈∈∈∈ �
� �� �� �� �

(płaszczyzna przechodząca przez początek układu w której leżą wektory      i     )(płaszczyzna przechodząca przez początek układu w której leżą wektory      i     )(płaszczyzna przechodząca przez początek układu w której leżą wektory      i     )(płaszczyzna przechodząca przez początek układu w której leżą wektory      i     )u
����

v
����

Definicja: Niech S będzie dowolnym podzbiorem przestrzeni wekto-

rowej V. Zbiór WS wszystkich kombinacji liniowych wektorów z S

nazywamy powłoką liniową (domknięciem liniowym) i oznaczamy 

przez span(S):

{{{{ }}}} (((( )))) {{{{ }}}}1 2v , v , ..., v v + v ... v |r r r ispan= ⇒ = α α + + α α ∈= ⇒ = α α + + α α ∈= ⇒ = α α + + α α ∈= ⇒ = α α + + α α ∈1 2 1 2� �
� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �

S�

Dowód:

(((( ))))x v y v x, yi i i ii i
span= ξ = η ∈= ξ = η ∈= ξ = η ∈= ξ = η ∈∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �

S

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))orazx y v x vi i i i ii i
span span+ = ξ + η ∈ β = βξ ∈+ = ξ + η ∈ β = βξ ∈+ = ξ + η ∈ β = βξ ∈+ = ξ + η ∈ β = βξ ∈∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �

S S

Twierdzenie: Powłoka liniowa WS podzbioru S przestrzeni wektorowej 

V jest jej podprzestrzenią. Mówimy, że zbiór S napina przestrzeń WS .
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Zbiory napinające - własności
� skończony zbiór                             napina przestrzeń wszystkich wielomianów stopnia 

co najwyżej n.

{{{{ }}}}, , , ..., nx x x21

� nieskończony zbiór                       napina przestrzeń wszystkich wielomianów.{{{{ }}}}, , , ...x x 21

Twierdzenie: Niech A będzie macierzą której kolejnymi kolumnami są wektory ze zbioru 

z podprzestrzeni V Õ �
mâ1. Zbiór S napina przestrzeń V wtedy i tylko 

wtedy gdy dla każdego istnieje wektor     taki, że               .         A x b====
��������

{{{{ }}}}a , .a , .., an==== 1 2�
� � �� � �� � �� � �

x
����

b∈∈∈∈
����
V

Dowód: Z definicji S napina V jeśli istnieją stałe ααααi takie, że dla każdego            zachodzi:b∈∈∈∈
����
V

(((( ))))b a a ... a a | a | ... | a Axn n n

n

αααα    
    αααα    = α + α + + α = == α + α + + α = == α + α + + α = == α + α + + α = =
    
    αααα    

1

2
1 1 2 2 1 2

���� � � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � � ����

����

Przykład: Czy zbiór                                                                     napina przestrzeń �3?(((( )))) (((( )))) (((( )))){{{{ }}}}, ,= − −= − −= − −= − −1 1 1 1 1 1 3 1 1S

x b
x b
x b

                    
                    − =− =− =− =                                     −−−−                 

1 1

2 2

3 3

1 1 3

1 1 1

1 1 1

(((( ))))rz A ==== 2

(((( ))))rz A | b ==== 3 np. dla b1=0, b2=1, b3=0

a więc S nie napina �3 (nie istnieje wektor    )x
����
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Suma przestrzeni wektorowych
Definicja: Niech X i Y będą podprzestrzeniami V. Sumą przestrzeni X i Y nazywamy 

zbiór wszystkich możliwych sum wektorów z X i wektorów z Y :

Dowód: Niech S = X+Y. Wystarczy sprawdzić warunki (A1) i (M1) dla S.

gdzie oraz  i1 1 2 2 1 2 1 2u, v u x y  v x y x , x y , y∈ ⇒ = + = + ∈ ∈∈ ⇒ = + = + ∈ ∈∈ ⇒ = + = + ∈ ∈∈ ⇒ = + = + ∈ ∈S X Y
� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �

    

{{{{ }}}}+ = x + y | x    y∈ ∈∈ ∈∈ ∈∈ ∈
� � � �� � � �� � � �� � � �

i  X Y X Y

Twierdzenie: Suma podprzestrzeni X i Y jest podprzestrzenią V.         

Twierdzenie: Jeśli SX i SY napinają przestrzenie X i Y to SX « SY napina X+Y.

(((( )))) (((( ))))oraz1 2 1 2 1 2 1 2x + x y + y u + v = x + x + y + y⇒⇒⇒⇒∈ ∈ ∈∈ ∈ ∈∈ ∈ ∈∈ ∈ ∈
� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �

X Y S(A1):

(M1): (((( ))))oraz1 1 1 1 1 1x y u = x + y x + y⇒⇒⇒⇒α ∈ α ∈ α α = α α ∈α ∈ α ∈ α α = α α ∈α ∈ α ∈ α α = α α ∈α ∈ α ∈ α α = α α ∈X Y S
� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �

Dowód: Niech                                    oraz{{{{ }}}}x , x , ..., x r==== 1 2XS�
� � �� � �� � �� � � {{{{ }}}}y , y , ..., y t==== 1 2YS�

� � �� � �� � �� � �

(((( )))) gdzie i   
=1 =1

z z = x + y x y
r t

i i i i
i i

span x y∈ ∪ ⇔ α + β = ∈ ∈∈ ∪ ⇔ α + β = ∈ ∈∈ ∪ ⇔ α + β = ∈ ∈∈ ∪ ⇔ α + β = ∈ ∈∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �
X YS� S� X Y

Przykład: Niech podprzestrzenie X Õ �
2 oraz Y Õ �

2 będą dwiema różnymi liniami 

przechodzącymi przez początek układu, wtedy X+Y = �
2

z +⇔ ∈⇔ ∈⇔ ∈⇔ ∈X Y
����
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Przykład: Niech X będzie płaszczyzną w �3 przechodzącą przez początek układu, 

natomiast Y linią prostopadłą do tej płaszczyzny i również przechodzącą przez 

początek układu. Czym jest X+Y ?

Podprzestrzenie - przykłady
Przykład: Które z następujących podzbiorów �nân są podprzestrzeniami �nân :

(((( )))) (((( )))) (((( ))))np. iA B A + B−−−−= = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ =− −− −− −− −
1 1 1 2 0 3
1 1 1 1 0 0

� macierze symetryczne

� macierze diagonalne

� macierze nieosobliwe

� macierze osobliwe

- tak

- tak

- nie

- nie (((( )))) (((( )))) (((( ))))np. iA B A + B− −− −− −− −= = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ =− −− −− −− −
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0

� macierze trójkątne

� macierze górno-trójkątne - tak

- nie

- nie

� wszystkie macierze komutujące z daną macierzą A - tak

(((( )))) (((( ))))iAB B A AB B A A B + B AB + AB = B A + B A = B + B A= = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ =1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

� wszystkie macierze takie, że A2 = A

(((( ))))i
2 2 2 2A A B B A + B A + AB + BA + B = A + AB + BA + B A + B= = ⇒ = ≠= = ⇒ = ≠= = ⇒ = ≠= = ⇒ = ≠

2

� wszystkie macierze takie, że Tr A = 0 - tak

- cała przestrzeń R3
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Podstawowe podprzestrzenie
Definicja: Funkcję f odwzorowującą punkty ze zbioru D w punkty ze zbioru R nazywamy 

funkcją liniową  jeśli spełnia warunki (dla wszystkich x, y ŒD i skalarów αααα):

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))orazf x y f x f y f x f x+ = + α = α+ = + α = α+ = + α = α+ = + α = α

Definicja: ZakresemR(f ) funkcji liniowej f : �n → �m nazywamy podzbiór

(((( )))) (((( )))){{{{ }}}}x | x n mf f= ∈ ⊆= ∈ ⊆= ∈ ⊆= ∈ ⊆R � �

Twierdzenie: Zakres R(f ) każdej funkcji liniowej f : �n → �m jest podprzestrzenią �m

oraz każda podprzestrzeń �m jest zakresem pewnej funkcji liniowej.

Dowód: R(f ) jest podprzestrzenią �m:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

takie że  i1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

A : y , y  x , x  y x y x
y + y x x = x + x

nf f f
f f f f

∈ ⇒ ∃ ∈ = = ⇒∈ ⇒ ∃ ∈ = = ⇒∈ ⇒ ∃ ∈ = = ⇒∈ ⇒ ∃ ∈ = = ⇒
⇒ = + ∈⇒ = + ∈⇒ = + ∈⇒ = + ∈

1 R

R

� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �

� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �
  �  

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))takie że  M : y  x  y x y x xnf f f f f∈ ⇒ ∃ ∈ = ⇒ α = α = α ∈∈ ⇒ ∃ ∈ = ⇒ α = α = α ∈∈ ⇒ ∃ ∈ = ⇒ α = α = α ∈∈ ⇒ ∃ ∈ = ⇒ α = α = α ∈1 R R
� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �

�  

Każda podprzestrzeń V Õ �
m jest zakresem pewnej funkcji liniowej f : �n → �m:

(((( )))) (((( )))) {{{{ }}}} {{{{ }}}}jest liniowa i mamy 1x Ax Ax | x v ... v |n
n n if f 1

1
××××= = ∈ = α + + α α ∈ == = ∈ = α + + α α ∈ == = ∈ = α + + α α ∈ == = ∈ = α + + α α ∈ =� �

� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �
R V

Niech zbiór                          napina przestrzeń {{{{ }}}}1v ... v |n n i= α + + α α ∈= α + + α α ∈= α + + α α ∈= α + + α α ∈1V
� �� �� �� �

�{{{{ }}}}1 2v , v , ..., v n

� � �� � �� � �� � �

(((( )))) (((( ))))T1 2 1 2A v | v | ... | v x = , , ..., v v ... v Axm n n n n ni×××× = α α α ⇒ α + α + + α == α α α ⇒ α + α + + α == α α α ⇒ α + α + + α == α α α ⇒ α + α + + α =1 2 1 2

� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �


