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Ortonormalne uktady funkcji

Definicja: Niech ¢1(x), p2(x), ... bedzie nieskoficzonym ciagiem funkeji
okreslonych na przedziale a < x < b na ktérym zdefiniwana jest takze funkcja
r(x) > 0. Funkcje ¢(x) nazywamy ortogonalnymi ze wzgledu na funkcje
wagowa r(z) jesli:

/ 7(2)pm () on(z)de =0, dla m #n

a

Norma funkcji nazywamy ||o(z)|| gdzie ||¢n(2)||* = f; r(x)2(z)dz >0
Uklad znormalizowanych funkcji ¢;(z) = @;(x)/||pi(z)||, i=1,2

nazywamy ukladem ortonormalnym:

g e

b
[ r@pm(e)onoide = b

Przyklad: Pokaz, ze uklad funkcji 1, cos x, sin x, cos 2z, sin 2z, ... jest ukladem
ortogonalnym na przedziale — < z < 7 ze wzgledu na f. wagowa r(z) = 1.
[T _sinmasinnzdr =0, [ cosmacosnzdr =0, ["_ sinmacosnazdr =0
ff 1dx = 27, fj sin® nade = ff cos? nxdr = T, fj 1-sinmazdz =0

s P s s ™

1 1 1
Uktad ortonormalny ma postaé: ——, —= sinnx, —— cosnz, n=1,2,...

Vor' Vm VT
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Wielomiany Legendre’a

Uktad monomianéw z™, n > 0 napina przestrzen wszystkich wielomianow.
Nie jest to jednak uktad ortogonalny.

Konstrukcja ortonormalnego uktadu wielomianéw na przedziale [—1, 1]:
x):Zakxk = /P x)de =0 dla n#m
k=0

‘4 e o D o
ortogonalnosé: f Py(z)amde = 3 — 2mg—ar =0 dla 0<m<n
k=0

normalizacja: P )=ap+a1+..+a,=1

Otrzymujemy w ten sposéb ortogonalne wielomiany Legendre’a:

1 1
Po(z) =1, Pi(z) =z, Po(e)=5(32" 1), Py(x)= (52" - 32),...
Formutla Rodriguesa:
korzystamy z reguly Leibniza (fg)™ =3")_, (Z)f(k)g(”_’c

)
1 dr@ -0 1 &0’ - .
P,(z) = S g = 2_”;_0 (k (x—1)""(z+1)

Iloczyn skalarny wielomianéw Legendre’a: f P, ( (x)dz =
M. Przybycien (WFiIS AGH)
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Wielomiany Legendre’a - funkcja generujaca

Wspétezynniki pn(x) w rozwinieciu funkcji:

o 1
) = ———— x)t",  gdzie )= — | Y—]—7—
9(he) = = 2xt+t2 nz;)p" sle pul) at”(\/l—vat+t2
sa wielomianami w zmiennej x. Pokazemy, ze sa to wielomiany Legendre’a.

Poniewaz

(S W
\/1—2xt+t2\/1—2xv+v2 \/E N Ve 2k+1
oraz / g(t,x)g(v,x d:c—/ Z D ()P ()"0 A

n,m=0
wiec porownujac wspélczynniki przy tych samych potegach t"v™ widaé, ze:

1
2
[1pn(x)pm($)dx = manm

Réwnoczesnie mamy:

g(t,z=1) = %—t = Zt” = an(l)t” = pu(l)=1
= =0

Funkcja g(t, z) jest wiec funkcja generujaca dla wielomianéw Legendre’a.
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Wielomiany Legendre’a - relacje rekurencyjne

> Pn+1(13) =

Dowdd przez poréwnanie wspélezynnikéw przy tych samych potegach t™:

%[(271 + DaPy(z) — nPy_1(z)]

g(t,x) x—t
= P (
ot (1 —2xt+12)3/2 Zn

tnl

(1 — 22t + %) ZnP Wt =z —t)gt,z) = (x — 1) Z

n=1

> Pyy(x) + P,_y(2x) = 22P,(x) + Pu(x)

Dowéd przez poréwnanie wspoétczynnikéw przy tych samych potegach t™:

dg(t,x)
- P/(
or (1 — 2zt +12)3/2 Z
o0
(1 —2xt + t2) Z ZP i
n=1

> Poa(z) = Py (x) = 2n+ 1)Py(x)
Dowdéd poprzez kombinacje dwoch poprzednich formut.
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Inne wielomiany ortogonalne

Formuta Rodriguesa pozwala generowac¢ inne rodziny wielomianow
ortogonalnych na przedziale [a, b] z funkcja wagowa w(z):
¢, d”

b
@@ @] > [ R@R @) = N,

przy zalozeniu, ze w(a)Qy,(a) = w(b)Q,(b) = 0.

2

» Wielomiany Hermite’a: Q(z) =1, w(z)=e¢"*, D

Rn(x) =

d
dz
d" d\"

H,(x)=(-1)"e" ’ P —z¥ o’ /2 <x — E) e’ /2 = gne=D*/4gn

> 2
Ortogonalne na osi rzeczywistej: / H,(2)Hp(x)e™™ do = 72" n! 8,
—00
Funkcja generujaca oraz spelniane rownanie rézniczkowe:
2 > y"
e2ry—y — Z Hn(x)ﬁ, y" —2xy’ +2ny =0

Przyktad zastosowania: n-ty stan wzbudzony oscylatora harmonicznego jest
proporcjonalny do H,(x), gdzie x = \/mw/hq oznacza bezwymiarowe polozenie.
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Wielomiany Laguerre’a

» Wielomiany Laguerre’a: Q(x) =z, w(z) =z% "

L) = nlze dzm (e7am™)

Ortogonalne na przedziale [0, c0):

/ Lﬁf‘) (x)Lg?)(a:)xo‘e_zdx = M

0 .

Funkcja generujaca oraz spelniane réwnanie rézniczkowe:

oo
(1—y) ™ Texp (g%) =Y L (x)y", 2y’ +(a+1—a)y +ny=0

n=0
Przyktad zastosowania: Czeé¢ radialna funkcji falowej dla nierelatywistycznego
. . . Y] _
atomu wodoru o liczbach kwantowych n i £ dana jest przez p‘L2F! (p)e=r/2,
gdzie p = 2r/nag oraz ag jest promieniem Bohra ag = 4mwegh? /mee?.
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Funkcja gamma I'

Definicja: Funkcja gamma zdefiniowana jest jako:
I'(x) :/ et ldt, x>0
0
Poniewaz spelniona jest relacja: \ )
D(z+1)=al(z), x>0 72\
dlatego dla z =n € N zachodzi I'(n+ 1) =n! -10

Dla x > 0 funkcja gamma interpoluje pomiedzy kolejnymi warto$ciami funkcji
silnia i moze by¢ traktowana jako uogdlnienie silni.

Funkcja gamma moze by¢ rozszerzona na obszar x < 0, x # —1, -2, ...
Przyklad: Oblicz I'(1/2),T(7/2) oraz I'(—3/2)

P72 = (J5"e o) (02 == a2 o= 2=
=4 fo fo e~ @+ dady = 4 f(ﬂ/z do fooo e~ rdr =1

= IQ1/2)=yr
OB B RIORE N

(DT =T(). (DI -TE=VvF > (=i
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Zastosowania funkcji gamma I’

P NEANE n! B I'(n+1)
Uogolnienie symbolu Newtona: <m> S =i T D —m+ 1)

AN I'a+1)
Dla R 5 a > 0 mamy: (m>_ Tm+ DI (a—m+ 1)

T 1
Z relacji I'(z + 1) = 2T (x) wynika, ze: a(a +1)(a +2)...(a +n) = (a ;—(Z;- )
1:5-9 ... (4n+1)

277,

Przyktad: Zapisz wspoétezynnik a,, = za pomocy funkcji I'.

C n P §
1:5:9-.-(4n+1) = 4n+11.3.9. (1 —0—77)—4"+1F<F(+>> = a,,l,:2"+2(r4(ir)")
4
Podwdjna silnia:
2n +1)!
1-3.5-....(2n+1):(2n+1)!!=%, 2:4-6-...-(2n) = (2n)!! = 27!

1
Definicja: Funkcja beta: B(z,y) = / M1 —t)vtdt, >0,y >0
0

Wilasnosci:

B(x,y) = B(y,z), B(z,y)=52%, B(,1)=1, B(1/2,1/2)=x

Bla.y) = (7% ) By -1 = (%) B,y +1)
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Funkcja Bessela pierwszego rodzaju J,(z)

2

d d
Rozwigzujac réwnanie Bessela 25 Y Sy (2 —1vHy =0
da? dx
metoda Frobeniusa y(z) = >°.7 a,z" ¢, otrzymujemy:
réwnanie charakterystyczne: ¢ —1v2 =0 = ¢ =v, cg =~V
Przyréwnujac wspétczynniki kolejnych poteg x do zera, mamy:
¢ (2 —=1v%)ag=0 = ap#0
e [(e+1)2 —1v2a; =0 = a;=0
2t [(r+e)? —var+ a2 =0 = agy = —mazm_g, m=1,2,..
. —_1)m
Wybleramy apg = m =  Qom = _WEWH-H-U)’ m = 1,2,

Pierwsze rozwiazanie metoda Frobeniusa przymuje postaé funkeji J, ().
Funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu v:

Jy(x) =a i (=)™ 0
AR = 22mtvmll(m +1+v)’

Dla v =n € N mamy:
> (_1)mx2m+n

Tn(x) =Y Gy e R >0

m=0
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Funkcja Bessela pierwszego rodzaju J,(z)

W przypadku gdy v nie jest liczba catkowita, drugie, liniowo niezalezne

rozwigzanie réwnania Bessela ma postaé:
oo

Jo@)=la| Y D" 240
I 22m=vmll(m+1—v)’

Ogdlne rozwiazanie ma wiec postaé: y(x) = C1J,(z) + C2J_, ()
Wiasnosci funkcji Bessela dla v =n € N:

» Funkcje J,(x) i J_,(x) sa liniowo zalezne (przesuwamy indeks m —n = k):
( 1)mw2m—n _1)kp2k+n

Tonl®) = Sy pto—ss = (—1)" 5 sy = (—1)"Ja (@)
> Gl L@)] = a2t (x), Gl ()] = —a (@)
> Jo1(@) + Jpa (@) = Z (@), Jooa(@) = Jusa(e) = 20 (2)
» [at i (x)de = 2", (2) + C,  [aVJpa(z)de = —27 T, (z) + C
Przyklad: Oblicz catke: [ (22 + 1) Ji(z)dz = [2?Ji(z)dz + [ 271 Ji(z)dx
L2 hh(z)] =2 N(z) = [2?Ji(z)de =2?Jr(z) + C
[ i (z)de = [ 2[x ]y (z)]dz = § [xJ1(2)]) = xJo(x) § =—Ji(z)+ [ Jo(x)dx
Calki oznaczone [ Jo(z)dz sa dostepne w tablicach (uwaga: [, 7,( Yda = 1).
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Funkcja Bessela pierwszego rodzaju J,, s(x)

Sprowadzamy réwnanie Bessela z2y” + 23/ + (2 — *)y = 0 do postaci

standardowej stosujac podstawienie u = /2y :

Rozwiazanie ogblne ma postac:

1 1
u(z) = Cisinz + Cocosz = y(z) = C’l\/jsin:c—i—C’Q\/icosm
x x

Dwie funkcje wystepujace w rozwiazaniu ogélnym sg niezalezne. Dobierajac
odpowiednio normalizacj¢ dostajemy:

2 2
Jl/g(x)zwgsinx oraz J_l/z(x):\/gcos:r

Korzystajac z relacji rekurencyjnej mozna znalezé wyrazenia na Jip, 2(x), np.:

1 2 (sinz
J3/o(x) = EJl/Q(a:) —J 1) =1/ — < - cosx)

T T

Uwaga: Wszystkie funkcje Bessela J4,/2(z) dla n nieparzystych mozna
wyrazi¢ za pomoca funkcji elementarnych.
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Funkcja Bessela drugiego rodzaju Y, (z)

Poszukujemy drugiego, niezaleznego, rozwiazania r. Bessela w przypadku gdy
v=mngdzien=0,1,2,....

Rozwazmy najpierw przypadek v = 0, tzn. r. B. ma postaé: xy” +y' + 2y =0
Poszukujemy rozwiazania w postaci: ys(z) = Jo(z)Ina + >0 bya" !
Wstawiajac do réwnania otrzymujemy:

(oo}
[zJ{ (z) + J)(z) + xJo(x)] Inx + 2J(z) + Z r+ 1)rb.a"+
r=0

oo oo
+Y (Db’ + Y bt =
r=0 r=0

Czlon logarytmiczny znika bo Jy(z) jest rozwigzaniem réwnania. Wstawiajac
za J(x) dostajemy:

m2m1

22227”1 'm'+z r—+ Drb.a” —I—Z (r+ 1)byz" —i—be

Przesuwajac indeks i grupujac wyrazy otrzymujemy:

s ( 1)m+1 2m+1

W;)W'Fbo-‘rllbll‘-l-;{ (r+1) b +b,_ 2}$ =0
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Funkcja Bessela drugiego rodzaju Y, (z)

Poniewaz widaé, ze by = 0, wiec wszystkie parzyste wspdlczynniki by, tez
musza znikaé:
oo ( 1)m+1 2m+1

mzzjom—Félblx"f—Z{ﬁlm bgm 1+b2m S}me 1 -0

m=2

Przyréwnujac wspélczynniki przy kolejnych potegach x do zera, znajdujemy:

(! 11 1 B
me_l_W 1+§+§++E 5 m—1,2,...

A wiegc drugie, liniowo niezalezne rozwiazanie, ma postaé (dla z > 0):

m 1hmm )
ya(z) = Jo(x)Inx + Z W, gdzie h,, =

NE
| =

k=1

Poniewaz dowolna kombinacja liniowa niezaleznych rozwiazan rownania
rozniczkowego jest takze jego rozwiazaniem, jako drugie rozwiazanie r. Bessela
rzedu zerowego przyjmuje sie przez konwencje:

2
Yo(z) = —ly2(2) + (v — In2)Jo(2)]
gdzie y= lim (143 +3+...+ 5 —Inm) =0.577215... jest stala Eulera.
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Funkcja Bessela drugiego rodzaju Y, (z)

Funkcja Bessela drugiego rodzaju rzedy v jest zdefiniowana jako:

Y, (z) = [J,(x) cosvm — J_,,(2)]

sin v
W szczegélnosci dla v = n € Z przyjmuje postac:

2 x 2" O (=)™ Y (B + hnsn) om
Yo (x) = ;Jn(x) (ln§ +’Y> + - Z 22mtnm)(m + n)! x2m_

n—1
1 (n—m— 1)!!%2m

T 22m—np)
m=0

Rozwiazanie ogdlne r. Bessela dla dowolnych v: y(x) = C1J,(z) + CoY, (x)

Wrtasnoéci funkeji Bessela drugiego rodzaju: "

» przyblizenia dla maltych x: 05 Y vy,
%(az)%%lnm, Y,,(x)%—¥ (%)V, v>0

» zachowanie asymptotyczne dla duzych x: 05

Y., (z) ~ \/%sin [z — 22t -1

» limY, = —o0, lim Y, (z)=0. -Ls

x—0 Tr—00
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Zmodyfikowane funkcje Bessela [, (z) oraz K, (z)

Zastepujac zmienna niezalezna x w rownaniu Bessela przez iz otrzymujemy
zmodyfikowane réwnanie Bessela rzedu v:

x2y// 4 xy/ _ (1‘2 + 1/2)y =0
Réwnanie to ma dwa niezalezne zespolone rozwiazania J, (iz) oraz Y, (ix).
Wygodniej jednak postugiwaé sie rozwigzaniami rzeczywistymi:

] s (_1)m(ix)2m+l/ oo x2m+l/ )
v = = v = VIV
Tu(iz) mz::O 22m+vmIT(m + 1+ v) ! mE::o 22mtrmIT(m + 1 + v) "l (2)

gdzie I, () to zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu v.
Ogdlne rozwiazanie w przypadku gdy v ¢ Z: y(x) = C11,(z) + Col_, (x)

Definiujemy zmodyfikowana funkcje Bessela drugiego

rodzaju rzedu v: () - L ()
m(I_,(z)—I,(x
Ko(w) = 2 ( sinvm )

Definicje te mozna rozszerzyé¢ na v = n podobnie jak dla
niezmodyfikowanych funkcji Bessela.

Ogodlne rozwigzanie zmodyfikowanego r. Bessela przyjmuje
woéwezas postaé: y(x) = C1 1, (z) + Co K, (x)
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