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Rozktad 2

Niech zmienna losowa X ma rozkiad normalny N(X; n,c). Znajdziemy rozkiad zmienne;j:

=]

X—

Standaryzujgc zmienng losowg X — otrzymujemy standaryzowany rozktad

Gaussa: _/\/‘ © NG
X;0,1)=—exp| —
(%0,1)= \/ﬂ p( 2}

Rozktad zmiennej u = x> ma wiec posta¢:

Xl(u)z(,/\/‘(_\m)+./\/'(\m)) \/;—nfexp( uJ

Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X, i X, z tego samego rozktadu normalnego,
i znajdzmy rozktad zmiennej losowej: 2 2
Jramy J u=(xl—uj +(X2_HJ

0)

dx

9]
Szukany rozktad ma postac:

x, (u) = jx(u D, (k= exp

Sl e

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 12-2




Rozkfad 2

Postepujac tak dalej znajdujemy rozktad sumy kwadratow n niezaleznych, standaryzo-
wanych zmiennych losowych kazda z rozktadu Gaussa, zwany rozktadem x2:

1 21 u
X (u)= u- exp|-=|, n>0, u=0
(vV2) [ 2
2
gdzie indeks n oznacza liczbe stopni swobodly. :2:;2 :2:;2 :2:;2
Wartos¢ oczekiwana i wariancja: 50':; ' DR
— _ % 0.4 i :
8[“] =N "[U] — 2n 3‘«0.35 rozkad Gaussa N(0,1)
£03
w BT T 80.25

0.4
0.35
0.3
0.25
0.2

Zachowanie dla duzych n:

u-n
Z= = U=N+2z/2n

: V2n
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Rozkiad 2

Jak zmieni sie rozktad zmiennej losowej u w przypadku gdy:

X YZ X YZ X XZ
u=| - +| =2 + .4
o o o

Wychodzac z tacznego rozktadu p-twa zmiennych x, , X, , ..., X;;:

(0t ) =[x ;“"’)75;)“%(-‘ (% -u)

20° 5

mozna pokazac, ze taczny rozktad p-twa zmiennych u oraz X ma postac:

L G) = 1 T e U1 =W z. O
g(u,x,u,c)_(ﬁ)n_lr(n_l)u exp( zjmcexm g —Xn_l(u)./\/'(x,u, -
2 Jn n

WhioskKi:
1. Zmienne u i X sa statystycznie niezalezne.

2. Rozktad zmiennej u to rozktad %2 o n—1 stopniach swobody (uzycie Sredniej
zmniejsza liczbe niezaleznych sktadnikow w sumie).

|
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Rozkiad 2

Korzystajgc z rozktadu zmiennej losowej u znajdujemy rozktad zmiennej:
2

1 « _
v=Ss s ()

ktory ma postac: n—1

=2 =1y
f(v;o,n)= n_1°2 - ((n—zl)vjz exp(—(n_lz)vj
(\/5) F(n; ) o 20
2 2
Wartos¢ oczekiwana zmiennej v: Elv]= 8[32] = cy—8[ ul = c’—(n ~1)=¢"
52 2 \?
Wariancja zmiennej Vv: V[V]=V|:S§:| ( ]V[u] ( _1) 2(n- 1)—T1°4

Wartos¢ oczekiwana i wariancja estymatora s,;:

~ n 1 " 1
g[SX]z mc V[s(]:ﬁc v[§]_ﬁ é
Podobna analiza prowadzi do wniosku, ze statystykg o nh—1 stopniach

swobody jest tez: u=n(n—2_l)s)_( gdzie S; = :7— \/n(n 1)Z(X| x)

)
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Rozktad Studenta

Aby unikng¢ problemu nieznanej dyspersji rozktadu normalnego w zmiennej typu 2,

rozwazmy statystyke postaci (Studenta):

X—p
O
O R s
S, X n(n 1)
n(n- 1)
Uogolnijmy rozwazang zmienng losowa na zmienna: \/7 —> t_\/,

gdzie X jest zmienna z rozktadu normalnego o parametrach ni ¢, a z jest standaryzo-
wang zmienng gaussowska. Natomiast zmienna u podlega rozktadowi ¥ o n stopniach
swobody.

taczna gestosc p-twa zmiennych Z oraz U ma postac:

h,(zu)= N eXp( ZZ)(\/E)nlr(n) u exp{—%)

2
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Rozktad Studenta

W standardowy sposob znajdujemy rozktad zmiennej losowej t:

t= 2 \/7 gf % v Vv

J_ = n =, |—

. uu/n — = U ou 2\/% n
o ov 101

taczny rozktad p-twa zmiennych t oraz v:

g, (t,v) = h,z((t,v),u(t,v))[3 (t.v)| =

1 21 |v v thv 1 e v, t?
= - % nexp 2" an w1 (n % exp ) 1+F
2x(:2) r(g) Jan(42) r(z)
Rozktad brzegowy zmiennej t:

Sn (t)=£gn (t,V)dV: q=V(1+%j H=

) oy
=m(ﬁ;n+lr(”)(l+ ) jq exp(_ﬂ)dq ms(g) (1+%)
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Rozktad Studenta

Rozkiad Studenta o n stopniach swobody:

© F(;(n+1)) t2 —%(n+1)
Sn(t)=jgn(t,v)dv= 1+— n=1,2,.. —o<t<w
n n
o (D)
Dla n=1 rozktad Studenta przechodzi w rozktad Cauchy’ego: S(t) = 11 -
Tl+t
Uwaga: Dla rozktadu Cauchy’ego nie isthiejg wartos¢ oczekiwana ani wariancja. ::“‘“
ayer

Wartoéé Oczekiwana rozk*adu ;\0-45 E LI B R | I LI T I T T l T T 177 I T T T I T LI I LU R B | I T

Studenta (dlan >1)' 0.35 z rozkad Gaussa N(0,1 -

0 0.3F
£lt]= [ t5,(Ddt=0 025}
o 0.2F

0.15F

Wariancja (dla n>2): gk
0.05F

V(t]= T t’S (t)dt =—— =

n
n-—2
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Rozktad Studenta

Przyktad: Sprawdzamy rzetelnosc¢ producenta cukru. Wazymy 5 toreb cukru (ktorych
waga netto powinna wynosi¢ 1 kg) otrzymujac X=960 g oraz S, =10 g.
Czy producent jest uczciwy w ramach trzech odchylen standardowych?

Rozktad normalny: P(u-36 < X < p+30) = 0.9973

_X—p _ 960-1000 _

—
S, 10

Obliczamy wartosc statystyki Studenta: t

Obliczmy p-two:
P(960 < X<1040)=
=P(-4<1t<4)=0.9839
Dla rozktadu Studenta:
P(-6.6<1<6.6)=
P934 < X<1066)= 0.9973

o

S =Y W AN ® e S
T TT T
[ ]

liczba odchylen

E__-_'__!-.Q._'_.l._l-.l.-l-.-.-t-.L-.-.n.-n-.-._.-.-...-.-...-.-.-.-.-...-.-4.-.-4.%
E 1 1 1 1 l 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 l 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

stopnie swobody
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Rozktad F Snedecora-Fishera

Rozwazmy dwie zmienne losowe u, oraz u, kazda o rozktadzie %2, odpowiednio

o h i m stopniach swobody. Konstruujemy statystyke Fishera:

(1) 3)-22

taczna gestos¢ p-twa zmiennych u, oraz u, ma postac:

hpm (Uy, Uy ) = (ﬁ)”lr(n) (u, )3‘1 exp(_ “zlj(ﬁ)mlr (m) (u, )?- exp{—%)

2 2
Interesuje nas rozktad zmiennej losowej F:
( —mi (U _ﬂFV allil aUI ﬂv QF
4 nu, — A L m = J= 0 ov =Im m =£V
Ve u, =V ou, Ou, 0 1 m
S * oF v
2 L
Gn(F V)= B[R >1exp(_g(%p+ljj
() r(3)r(3)
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Rozktad F Snedecora-Fishera

Rozktad brzegowy zmiennej F nazywamy rozktadem F - Fishera o (n,m) stopniach

swobody: F(l(n+m)) n;mr;F;_l
2
:F;]’m(F)z n m Linem)

.. . m
Warto$é oczekiwana (dla m>2): E[F]=———

_2 Math
Wariancja (dla m>4): 1 T ...re.a.w.'
2m? (n+m-2)

n(m=2)"(m—-4)

nm>0, F>0

(n,m)=(1,1)
(n;m)=(5,10)

VIF]=

0.6
: : 0.5E
Zachowania graniczne: -
n=1: rozktad S_.(t) 0.3
0.2
m—©°: rozktad y,(nF) 0.1E
| i — Ll 1 L1 1 !Illllllllllllllll L l 1 1 1 l 1 1 I:
N— i M—>:r. Gaussa % 02 04 06 08 1 1z 14 16 18 2
1 X

Uwaga: Kwantyle rozktadu JF - Fishera spetniaja relacje f, . (n2 , nl) = (n - )
a. 11772
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Rozktad F Snedecora-Fishera

Przyktad: Porownanie odchylen standardowych. Konstruujemy dwie statystyki u, oraz u,
podlegajace rozktadowi x2 o n—1 i m—1 st. swobody:

n-1 m— 1
U, =— Z(x X u=-——5-§= Z(y V¥
(O X i=1 Gy y i=1
Z wielkosci tych mozemy zbudowac zmienng F Fishera:

-1 m-1
e e e
A e o A e B T

Zmienna ta podlega rozktadowi JF - Fishera o (n—1, m—1) stopniach swobody i dostarcza
harzedzia do testowania hipotez o rownosci wariancji w dwu probach prostych wyloso-

wanych z rozktadu normalnego.
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Rozktad F Snedecora-Fishera

Przyktad: Zaktadajac, ze Sﬁ i § sg estymatorami wariancji obliczonymi z probek n,=10
i n,=8 elementowych pobranych z rozktadéw takich, ze ¢~ = 355, znajdz wartoscia i b

dla ktorych zachodzi
! P( Soo b) ~090

aS§
Slo; S/3cy 3
Sle: Slol 3%

ma rozkfad F-Fishera o n1—1=9 i n,—1=7 stopniach swobody, a wiec:

0.90=P( f1oe (9, 7)< S froe (9 7)j [ 0.95z7,9)33§s fros (9 ,7)}

Z tablic odczytujemy: f s (7, 9) =329 oraz f,.s (9 ,7) =3.68
Ostatecznie wiec otrzymujemy:

0.90 = P( 1 _S <3.68)=P(0912< <1104J

329 38 TgT

Wiemy, ze zmienna losowa:
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