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Zmienna losowaZmienna losowa
Rozszerzenie znaczenia funkcji zmiennej rzeczywistej na przypadki, kiedy 

zmienna niezależna nie jest liczbą rzeczywistą:

� odległość to funkcja pary punktów,

� obwód trójkąta, to funkcja określona na zbiorze trójkątów,

� współczynnik dwumianowy, to funkcja określona dla par liczbowych (n,k), …

Definicja: Zmienną losową X nazywamy funkcję określoną na przestrzeni 

zdarzeń elementarnych ΩΩΩΩ, czyli przyporządkowanie każdemu zdarzeniu 

elementarnemu pewnej liczby rzeczywistej.

Przykłady:

� liczba „orłów” w rzucie monetą,

� suma oczek wyrzuconych na trzech kostkach do gry,

� liczba asów otrzymanych do ręki przy grze w brydża,

� położenie punktu na odcinku [0,1],

� masa kulek łożyskowych produkowanych w fabryce,

� energia układu fizycznego.
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Dyskretna zmienna losowaDyskretna zmienna losowa
Z każdą wartością zmiennej loso-

wej wiążemy liczbę określającą

częstość jej występowania. 
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49
Uzyskaną w ten sposób zależność

p-twa od zmiennej losowej nazywamy 

dyskretnym rozkładem p-twa określo-

nym dla dyskretnej zmiennej losowej.

Pk spełniają warunek unormowania:
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Wyniki totolotka (3117 losowań 6 z 49)

49 41248 38847 36846 38045 36144 37843 402

42 38841 39440 37739 38938 41537 37936 390

35 38134 35733 39532 40931 39930 37229 367

28 33627 40626 40225 39524 36023 37022 381

21 40520 37819 38418 38617 39616 37915 374

14 37713 32712 38511 35910 3639 3998 358

7 3726 3805 3814 3643 4122 4021370

Przykład: Totolotek
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CiCiąąggłła zmienna losowaa zmienna losowa
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CiCiąąggłła zmienna losowaa zmienna losowa
- funkcja (rozkład) gęstości prawdopodobieństwa zmiennej losowej ciągłej

P-two, że zmienna losowa X przyjmuje wartości z przedziału (a, b):

P( X ) ( )d≤ ≤ =≤ ≤ =≤ ≤ =≤ ≤ = ∫∫∫∫
b

a

a b f x x

( )f x

Uwaga: (((( )))) (((( ))))X d= = == = == = == = =∫∫∫∫ 0
a

a

P a f x x

Przykład: Znajdź p-two, że zmienna losowa o gęstości p-twa danej przez:

przyjmuje wartości z przedziału (- σσσσ, σσσσ).

( )
( ; , ) exp

    − µ− µ− µ− µ
µ σ = −µ σ = −µ σ = −µ σ = −    σσσσπσπσπσπσ     
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2
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22
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x
x

Uwaga:

� dla każdego x, funkcja gęstości p-twa jest nieujemna:

� funkcja gęstości p-twa jest unormowana, tzn.

� wymiar funkcje gęstości p-twa jest odwrotnością wymiaru zmiennej 

losowej, którą opisuje.

( ) ≥≥≥≥ 0f x

( )df x x ====∫∫∫∫
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Dystrybuanta zmiennej losowejDystrybuanta zmiennej losowej
Definicja: Dystrybuantą rozkładu dyskretnej zmiennej losowej K nazywamy 

wielkość określającą łączne p-two wszystkich możliwych wartości tej zmiennej, 

nie większych od pewnej zadanej wartości k: (((( )))) (((( ))))
0

F P K P
k

i
i=

k k= ≤ == ≤ == ≤ == ≤ =∑∑∑∑

(((( )))) (((( )))) (((( ))))F P X d
x

x x f x' x'
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≡ ≤ =≡ ≤ =≡ ≤ =≡ ≤ = ∫∫∫∫

Definicja: Dystrybuantą rozkładu 

ciągłej zmiennej losowej X nazy-

wamy:
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Dystrybuanta zmiennej losowejDystrybuanta zmiennej losowej

P-two znalezienia zmiennej losowej w przedziale: 

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( ))))

P X d d d F F

P K P P P F F

b b a

a
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k k k k
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1

1 2 2 1

1 1 1

- -

- -

Uwaga: Dystrybuanta jest niemalejącą, co najmniej prawostronnie ciągłą

funkcją przyjmującą wartości z przedziału [0,1]. 

Znając dystrybuantę jesteśmy w stanie określić rozkład p-twa dyskretnej 

zmiennej losowej: (((( )))) (((( ))))P F Fk k k= − −= − −= − −= − −1
(((( ))))

(((( ))))d F
d

x
f x

x
====… lub znaleźć funkcję gęstości p-twa ciągłej zmiennej losowej:

Uwaga: Kwantyl rzędu 0.5 nazywamy medianą rozkładu. 

Definicja: Niech X będzie ciągłą zmienną losową, oraz p liczbą z przedziału [0, 1]. 

p-tym kwantylem (100p-tym percentylem) rozkładu zmiennej X nazywamy najmniejszą

liczbę qp taką, że: (((( )))) (((( ))))F P Xp pq q p= ≤ == ≤ == ≤ == ≤ = (((( ))))Fpq p−−−−⇒ =⇒ =⇒ =⇒ = 1
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Zmienna losowa dyskretna Zmienna losowa dyskretna -- przykprzykłładad
Przykład: Na drodze ruchu pociągów znajdują się w znacznej odległości od siebie 4 se-

mafory, z których każdy (wobec znacznej odległości niezależnie od innych) zezwala na 

przejazd z p-twem 0.8. Niech K oznacza liczbę semaforów zezwalających na przejazd 

i poprzedzających pierwsze zatrzymanie lub stację docelową.
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� rozkład p-twa dyskretnej zmiennej losowej K
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� dystrybuanta rozkładu zmiennej losowej K, F(k)=P(K<k)
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Zmienna losowa ciZmienna losowa ciąąggłła a -- przykprzykłładad
Przykład: Zmienna losowa X opisana jest dystrybuantą:

F( ) arctgx x x
ππππ    

= + − ∞ < < ∞= + −∞ < < ∞= + −∞ < < ∞= + −∞ < < ∞    ππππ     
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d d
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d d
f x x x

x x x

    ππππ    
= = + == = + == = + == = + =        π π +π π +π π +π π +        

2

1 1 1

2 1

Znajdź funkcję gęstości p-twa.

Ile wynosi p-two zdarzenia opisanego warunkiem |X| < 1 ?

(((( ))))

P( ) ( )d

d
arctg

x f x x

x
x

x

−−−−

−−−−
−−−−

− < < = =− < < = =− < < = =− < < = =

= = == = == = == = =
π + ππ + ππ + ππ + π

    π ππ ππ ππ π    
= − − == − − == − − == − − =        ππππ         

∫∫∫∫

∫∫∫∫

1

1

1
1

2 1
1

1 1

1 1

1

1 1

4 4 2

(((( )))) 1 1
        

4 2 4 2
P P( ) F( ) ( ) .x x F

π π π ππ π π ππ π π ππ π π π            
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Dwuwymiarowa zmienna losowaDwuwymiarowa zmienna losowa

Definicja: Dwuwymiarową (2D) zmienna losową nazywamy parę zmiennych 

losowych jednowymiarowych określonych na tej samej przestrzeni zdarzeń ΩΩΩΩ.

Przykład: Pewną zbiorowość badamy ze względu na dwie cechy:
� ludzi ze względu na ciężar i wzrost,

� współrzędne (x,y) trafień strzałką w tarczę,

� w rzucie dwoma kostkami: sumę oczek i maksymalną liczbę oczek, …

Poprzez analogię do zmiennych losowych jednowymiarowych wprowadzamy 

pojęcia rozkładu p-twa dwuwymiarowej dyskretnej zmiennej losowej Pkm

oraz funkcji gęstości p-twa dwuwymiarowej ciągłej zmiennej losowej  f (x,y).
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k m
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k k m m

x y

x y

k k m m
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′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′≤ ≤ ≤ ≤ =≤ ≤ ≤ ≤ =≤ ≤ ≤ ≤ =≤ ≤ ≤ ≤ =

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫
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2 2
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1 2 1 2
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Dowolne p-twa wyliczamy ze wzorów:
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RozkRozkłłady brzegoweady brzegowe

dx

dy

A

B

, , , ,P P P P

( ) ( , )d ( ) ( , )d

m k m k k m
k m

f x f x y y f y f x y x

• •• •• •• •

∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞

−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞

= == == == =

≡ ≡≡ ≡≡ ≡≡ ≡

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫1 2

Definicja: Rozkładami brzegowymi dwuwymiarowej 

zmiennej losowej nazywamy:

Rozkłady brzegowe to rzuty łącznej funkcji gęstości 

p-twa na poszczególne osie (zmienne).

P-two łącznego zajścia 

zdarzeń A i B:

(((( )))),f x y dxdy
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Dystrybuanta 2D zmiennej losowejDystrybuanta 2D zmiennej losowej
Definicja: Dystrybuantą dwuwymiarowej zmiennej losowej nazywamy funkcję:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))F , P X , Y ,x y x y x y≡ ≤ ≤ ∈≡ ≤ ≤ ∈≡ ≤ ≤ ∈≡ ≤ ≤ ∈ 2R

Dystrybuanty rozkładów brzegowych zmiennej dyskretnej:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))), ,F P X P F P Y P
k m

k m
x x y y

x x y y• •• •• •• •
≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤

≡ ≤ = ≡ ≤ =≡ ≤ = ≡ ≤ =≡ ≤ = ≡ ≤ =≡ ≤ = ≡ ≤ =∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑1 2

… i zmiennej ciągłej:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

F P X ,

F P Y ,

x x

y y

x x f x y dy dx f x dx

y y f x y dx dy f y dy

′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′≡ ≤ = =≡ ≤ = =≡ ≤ = =≡ ≤ = =

′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′≡ ≤ = =≡ ≤ = =≡ ≤ = =≡ ≤ = =

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

•

1 1

-• -• -•

•

2 2

-• -• -•

Pomiędzy dystrybuantą rozkładu dwuwymiarowego i dystrybuantami 

rozkładów brzegowych zachodzą związki:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))F P X lim F , F P Y lim F ,
y x

x x x y y y x y
→+ →+→+ →+→+ →+→+ →+

≡ ≤ = ≡ ≤ =≡ ≤ = ≡ ≤ =≡ ≤ = ≡ ≤ =≡ ≤ = ≡ ≤ =1 2
• •
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RozkRozkłłady warunkoweady warunkowe

(((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))

, ,

, ,

P P
P K | P M |

P P

, ,
| |

k m k m

m k

m k

f x y f x y
g x y h y x

f xf y

• •• •• •• •

= == == == =

≡ ≡≡ ≡≡ ≡≡ ≡
12

Definicja: Rozkłady warunkowe 2D  zmiennej losowej:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( ))))
|

| x

y

h y x f x
g x y

f y
====

Tw. Bayes’a dla zmiennych ciągłych:

Analog tw. o p-twie całkowitym dla zmiennych ciągłych:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( ))))

|

|

x y

y x

f x g x y f y dy

f y h y x f x dx

====

====

∫∫∫∫

∫∫∫∫

•

-•

•

-•
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RozkRozkłłady brzegowe ady brzegowe –– zm. dyskretnazm. dyskretna
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Przykład: Dwie niezależne dyskretne zmienne losowe I oraz J mają rozkład jednostajny 

na zbiorze liczb całkowitych 1, 2, …, 9. Konstruujemy iloczyn tych zmiennych i zapisuje-

my w postaci 10K+M. Znajdź rozkład zmiennych losowych M i N.
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400020200005
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, , , , ,P P Pk m

k m k k m m k m
m k

n
n n• •• •• •• •

= == == == =

= = == = == = == = =∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑
9 8

0 0

1 1

81 81 81

Rozkład dwuwymiarowy i rozkłady brzegowe:

(((( )))) (((( )))), ,

, ,

P P
P K | P M |

P P
k mm k
• •• •• •• •

= = = == = = == = = == = = =5 6

5 6

5 6Rozkłady warunkowe:
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RozkRozkłłady brzegowe ady brzegowe –– zm. dyskretnazm. dyskretna
Przykład: (cd.) Dystrybuantę dwuwymiarowej dyskretnej zmiennej losowej (K, M)  

wyznaczamy z tabeli przedstawiającej rozkład p-twa F(x, y)=P(X≤x; Y≤y):

177/8165/8161/8149/8140/8128/8124/8112/818/810〈〈〈〈8,∞)

80/8176/8164/8160/8148/8139/8127/8123/8111/818/810〈〈〈〈7,8)

78/8174/8162/8158/8146/8137/8125/8121/8111/818/810〈〈〈〈6,7)

75/8171/8159/8155/8143/8134/8123/8121/8111/818/810〈〈〈〈5,6)

71/8167/8155/8151/8141/8132/8123/8121/8111/818/810〈〈〈〈4,5)

62/8159/8149/8145/8135/8128/8119/8117/819/816/810〈〈〈〈3,4)

53/8150/8140/8136/8129/8124/8115/8113/817/814/810〈〈〈〈2,3)

40/8137/8129/8127/8120/8116/8111/819/813/812/810〈〈〈〈1,2)

23/8120/8116/8114/8110/818/815/813/811/8100〈〈〈〈0,1)

00000000000(-∞,0)

〈〈〈〈9,∞)〈〈〈〈8,9)〈〈〈〈7,8)〈〈〈〈6,7)〈〈〈〈5,6)〈〈〈〈4,5)〈〈〈〈3,4)〈〈〈〈2,3)〈〈〈〈1,2)〈〈〈〈0,1)(-∞,0)K
M

Znając dystrybuantę obliczamy p-two:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))P K ; M F , F , F , F ,k k m m k m k m k m k m< ≤ < ≤ = − − +< ≤ < ≤ = − − +< ≤ < ≤ = − − +< ≤ < ≤ = − − +1 2 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1
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Dystrybuanta Dystrybuanta –– 2D zmienna ci2D zmienna ciąąggłłaa
Przykład: Znaleźć dystrybuantę dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) 

o funkcji gęstości f (x,y) = 6/5·(x + y2) określonej na kwadracie 0 ≤≤≤≤ x, y ≤≤≤≤ 1.

F( , ) P(X ; Y ) ( , ) ( )
y yx x

x y x y f x y dxdy x y dxdy
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Uwaga: Znając dystrybuantę można wyznaczyć

łączną funkcję gęstości p-twa: 
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RozkRozkłłady brzegowe i warunkoweady brzegowe i warunkowe
Przykład: Rozważmy funkcję gęstości p-twa f (x,y) ∝ R2-x2-y2 określoną na

obszarze x2+y2 ≤≤≤≤ R2.

Normalizacja:
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Rozkład brzegowy zmiennej X:
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Rozkład warunkowy zmiennej Y:
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