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Funkcja generujFunkcja generująąca momentca moment
Definicja: Funkcją generującą moment (fgm) dla zmiennej losowej X nazywamy 

funkcję zmiennej rzeczywistej t postaci: (((( )))) [[[[ ]]]]X
X

tm t e==== E

t t≤≤≤≤
0

Uwaga: mgf istnieje zawsze dla         . Jeśli X jest dodatnią zmiennę losową oraz

istnieje fgm dla określonej wartości      to wtedy fgm istnieje także dla t
0

t ==== 0

Przykład: fgm dla rozkładu dwumianowego

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
n nn ktk k t

X
k

nm t e p p pe pk
−−−−

====

    = − = + −= − = + −= − = + −= − = + −    
    ∑∑∑∑

0

1 1

Przykład: fgm dla rozkładu wykładniczego

(((( )))) (((( ))))t xtx x
Xm t e e dx e dx

t
− λ−− λ−− λ−− λ−−λ−λ−λ−λ

∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞
λλλλ= λ = λ == λ = λ == λ = λ == λ = λ =

λ −λ −λ −λ −∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫
0 0

Twierdzenie: Jeśli spełniony jest warunek                          to wówczas dla           

k-ty moment                         zmiennej losowej X dany jest przez:

n
X     < ∞< ∞< ∞< ∞    E

(((( )))), , ...,k n==== 1 2

(((( ))))
X

k

k k
t

dm m t
dt ====

====
0
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Funkcja generujFunkcja generująąca momentca moment
Przykład: fgm dla rozkładu dwumianowego

(((( )))) (((( ))))nt
Xm t pe p= + −= + −= + −= + −1

(((( )))) (((( )))) [[[[ ]]]] (((( ))))
nt t

X Xm t n pe p pe X m np
−−−−′ ′′ ′′ ′′ ′= + − ⇒ = == + − ⇒ = == + − ⇒ = == + − ⇒ = =
1

1 0E

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( ))))                                                            

n nt t t t
X

X

m t n n pe p pe n e p pe

X m n n p np

− −− −− −− −′′′′′′′′ = − + − + + − ⇒= − + − + + − ⇒= − + − + + − ⇒= − + − + + − ⇒

′′′′′′′′    ⇒ = = − +⇒ = = − +⇒ = = − +⇒ = = − +    

2 2 1

2 2

1 1 1

0 1E

Twierdzenie: Jeśli               jest fgm zmiennej X, to fgm zmiennej                    

dane jest przez

Y X= α +β= α +β= α +β= α +β(((( ))))
Xm t

(((( )))) (((( ))))
Y X

tm t e m tββββ= α= α= α= α

D: (((( )))) [[[[ ]]]] (((( ))))[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] (((( ))))XY X
Y X

tt t t tm t e e e e e m tα +βα +βα +βα +β α β βα β βα β βα β β= = = = α= = = = α= = = = α= = = = αE E E

Twierdzenie: Jeśli X i Y są statystycznie niezależnymi zmiennymi losowymi o 

fgm odpowiednio               i              to fgm zmiennej              dana jest przez                    X Y++++(((( ))))
Xm t

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
X Y X Ym t m t m t++++ ====

(((( ))))
Ym t
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Funkcja charakterystycznaFunkcja charakterystyczna
Definicja: Funkcją charakterystyczną zmiennej losowej X nazywamy funkcję

zmiennej rzeczywistej t postaci: (((( )))) [[[[ ]]]]X
X

itt e==== Eϕϕϕϕ
Uwaga: Funkcja charakterystyczna jest funkcją rzeczywistą wtedy i tylko wtedy 

gdy rozkład zmiennej losowej X jest symetryczny względem x ==== 0

Przykład: Funkcja charakterystyczna dla rozkładu dwumianowego

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
n nn kitk k it

X
k

nt e p p pe pk
−−−−

====

    = − = + −= − = + −= − = + −= − = + −    
    ∑∑∑∑

0

1 1ϕϕϕϕ

Przykład: Funkcja charakterystyczna dla rozkładu wykładniczego

(((( )))) (((( ))))it xitx x
X t e e dx e dx

it
− λ−− λ−− λ−− λ−−λ−λ−λ−λ

∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞
λλλλ= λ = λ == λ = λ == λ = λ == λ = λ =

λ −λ −λ −λ −∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫
0 0

ϕϕϕϕ

Twierdzenie: Jeśli spełniony jest warunek                                 to wówczas mamy:(((( ))))t dt
+∞+∞+∞+∞

−∞−∞−∞−∞
ϕ < ∞ϕ < ∞ϕ < ∞ϕ < ∞∫∫∫∫

(((( )))) (((( )))) (((( ))))itxf x F x e t dt
+∞+∞+∞+∞

−−−−

−∞−∞−∞−∞

′′′′= = ϕ= = ϕ= = ϕ= = ϕ
ππππ ∫∫∫∫
1

2
(((( ))))itx

kp e t dt
ππππ

−−−−

−π−π−π−π

= ϕ= ϕ= ϕ= ϕ
ππππ ∫∫∫∫
1

2
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Funkcje charakterystyczneFunkcje charakterystyczne
Przykład: Znajdź gęstość p-twa zmiennej losowej X, której funkcja charakterystyczna 

dana jest przez (((( )))) (((( ))))expt it t= −= −= −= −2 3ϕϕϕϕ

(((( )))) t tt dt e dt e dt
+∞ +∞ ∞+∞ +∞ ∞+∞ +∞ ∞+∞ +∞ ∞

−−−− −−−−

−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞

= = = < ∞= = = < ∞= = = < ∞= = = < ∞∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫3 3

0

2
2

3
ϕϕϕϕ

Sprawdzamy czy funkcja charakterystyczna jest całkowalna:

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))

expf x itx it t
x

+∞+∞+∞+∞

−∞−∞−∞−∞

= − + − == − + − == − + − == − + − =
π ππ ππ ππ π − +− +− +− +
∫∫∫∫ 2

1 1 3
2 3

2 2 9
Znajdujemy funkcję gęstości p-twa:

Przykład: Wyznacz rozkład p-twa, którego funkcja charakterystyczna ma postać

(((( )))) (((( ))))expt it==== 2ϕϕϕϕ

Sprawdzamy czy funkcja charakterystyczna jest całkowalna: (((( ))))t dt dt
+∞ +∞+∞ +∞+∞ +∞+∞ +∞

−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞

= = ∞= = ∞= = ∞= = ∞∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ϕϕϕϕ

Ponieważ funkcja charakterystyczna jest okresowa (2π) więc mamy do czynienia ze 

zmienną dyskretną:

(((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) {{{{ dla
 dla

sincos sinitk it
k

k t kp e dt k t i k t dt kk

πππππ ππ ππ ππ π
− +− +− +− +

−π −π−π −π−π −π−π −π

−−−− ≠≠≠≠= = − + − = == = − + − = == = − + − = == = − + − = = ====π π π −π π π −π π π −π π π −∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫2

0

1 1 1 2 0 2
2 2

1 22 2 2
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Funkcje charakterystyczneFunkcje charakterystyczne
Twierdzenie: Jeśli istnieje k-ty moment zmiennej losowej X to jej funkcja chara-

kterystyczna jest k-krotnie różniczkowalna i zachodzi związek:

(((( ))))
X

k

k k k
t

dm t
i dt ====

====
0

1 ϕϕϕϕ

Twierdzenie: Jeśli               jest f. ch. zmiennej X, to f.ch. zmiennej                    

dane jest przez

Y X= α +β= α +β= α +β= α +β(((( ))))
X tϕϕϕϕ

(((( )))) (((( ))))
Y X

i tt e tββββ= α= α= α= αϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ

Twierdzenie: Jeśli X i Y są statystycznie niezależnymi zmiennymi losowymi o 

f. ch. odpowiednio              i              to f. ch. zmiennej              dana jest przez                    X Y++++(((( ))))
X tϕϕϕϕ

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
X Y X Yt t t++++ ====ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ

(((( ))))
Y tϕϕϕϕ

(((( )))) (((( ))))(((( ))))exp itt e= µ −= µ −= µ −= µ −1ϕϕϕϕ

Przykład: Znajdź rozkład sumy dwóch zmiennych pochodzących z rozkładów Poissona

o parametrach       i      .µµµµ
1

µµµµ
2

(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))exp exp expit it it
k lt t e e e⇒ = µ − µ − = µ + µ −⇒ = µ − µ − = µ + µ −⇒ = µ − µ − = µ + µ −⇒ = µ − µ − = µ + µ −

1 2 1 2
1 1 1ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ
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Warunkowe wartoWarunkowe wartośści oczekiwaneci oczekiwane
Wartością oczekiwaną dyskretnej zmiennej losowej k pod warunkiem, że 

zmienna losowa m przyjmuje wartośćm nazywamy wielkość:

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( ))))k km
,m

k | m = P k = | m = P
Pk k

m m k k m k
••••

≡ µ ≡ =≡ µ ≡ =≡ µ ≡ =≡ µ ≡ =∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑1
E

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( ))))xx | y | ,y y x f x y dx x f x y dx

f y

+∞ +∞+∞ +∞+∞ +∞+∞ +∞

−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞

= ≡ µ ≡ ⋅ = ⋅= ≡ µ ≡ ⋅ = ⋅= ≡ µ ≡ ⋅ = ⋅= ≡ µ ≡ ⋅ = ⋅∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫
2

1
E

Wartością oczekiwaną ciągłej zmiennej losowej x pod warunkiem, że zmienna 

losowa y przyjmuje wartość y nazywamy wielkość:

Podobnie określamy wartość oczekiwaną dyskretnej zmiennej losowej m pod 

warunkiem, że zmienna losowa k przyjmuje wartość k:

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( ))))m km
,

m | k = P m = | k = P
Pkm m

k k m m k m
••••

≡ µ ≡ =≡ µ ≡ =≡ µ ≡ =≡ µ ≡ =∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑1
E

oraz wartość oczekiwaną ciągłej zmiennej losowej y pod warunkiem, że 

zmienna losowa x przyjmuje wartość x:

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))yy | x | ,x x y f y x dy y f x y dy
f x

+∞ +∞+∞ +∞+∞ +∞+∞ +∞

−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞−∞ −∞

= ≡ µ ≡ ⋅ = ⋅= ≡ µ ≡ ⋅ = ⋅= ≡ µ ≡ ⋅ = ⋅= ≡ µ ≡ ⋅ = ⋅∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫
1

1
E
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Linie regresji ILinie regresji I--go rodzajugo rodzaju
Linią regresji I-go rodzaju zmiennej losowej k (x) względem zmiennej losowej 

m (y) nazywamy zbiór punktów o współrzędnych (k,m) w przypadku zmiennych 

dyskretnych i (x,y) w przypadku zmiennych ciągłych, spełniających równania:

k x( ) ( )k m x y= µ = µ= µ = µ= µ = µ= µ = µ
Analogicznie, linią regresji I-go rodzaju zmiennej losowej m (y) względem 

zmiennej k (x) nazywamy, odpowiednio dla zmiennych dyskretnych i ciągłych, 

zbiory punktów (k,m) lub (x,y), spełniające równania:

m y( ) ( )m k y x= µ = µ= µ = µ= µ = µ= µ = µ
Własności:

Średnie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej x od pewnej funkcji g(y) jest 

najmniejsze, gdy ta funkcja z p-twem 1 jest równa µµµµx(y):

(((( ))))(((( )))) (((( ))))(((( ))))xx min x
g

y g y            −µ = −−µ = −−µ = −−µ = −            
2 2

E E

(((( ))))(((( )))) (((( ))))(((( ))))yy min y
g

x f x         − µ = −−µ = −−µ = −−µ = −        
2 2

E E

Średnie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej y od pewnej funkcji  f (x)  jest 

najmniejsze, gdy ta funkcja z p-twem 1 jest równa µµµµy(x):
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Linie regresji IILinie regresji II--go rodzajugo rodzaju
Linią regresji II-go rodzaju nazywamy zadaną krzywą y = h(x; a,b,…) gdy spełnia ona 

warunek: (((( ))))(((( )))) (((( ))))y ; , , ... min , , ...h x b ba a    − =− =− =− =    
2

E

W szczególności prostą regresji II-go rodzaju nazywamy linię prostą y = ax+b
spełniającą warunek:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))
(((( )))) (((( )))) (((( ))))

y x y x

y x y x y x x y y x

y x y x

cov[x,y] min ,

a b a a b

a a a b a a a b a b

        − − = − µ − −µ + µ − µ − =− − = − µ − −µ + µ − µ − =− − = − µ − −µ + µ − µ − =− − = − µ − −µ + µ − µ − =             

= σ + σ − + µ − µ − = σ + σ − σ σ ρ+ µ − µ − == σ + σ − + µ − µ − = σ + σ − σ σ ρ+ µ − µ − == σ + σ − + µ − µ − = σ + σ − σ σ ρ+ µ − µ − == σ + σ − + µ − µ − = σ + σ − σ σ ρ+ µ − µ − =

22

2 22 2 2 2 2 2
2 2

E E

Szukamy minimum ze względu na parametry a i b:

(((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( ))))

y
x x y x y x

x

y x y x

y x

y x

a b a a b aa

a b a b b ab

∂∂∂∂ σσσσ    − − = σ − σ σ ρ− µ µ − µ − =− − = σ − σ σ ρ− µ µ − µ − =− − = σ − σ σ ρ− µ µ − µ − =− − = σ − σ σ ρ− µ µ − µ − = = ρ= ρ= ρ= ρ      ∂∂∂∂ σσσσ⇒⇒⇒⇒    
∂∂∂∂         − − = − µ − µ − =− − = − µ − µ − =− − = − µ − µ − =− − = − µ − µ − = = µ − µ= µ − µ= µ − µ= µ − µ    ∂∂∂∂

2 2

2

2 2 2 0

2 0

E

E

Prosta regresji II-go rodzaju zmiennej y względem zmiennej x ma postać:
y y

x y
x x

y x
σ σσ σσ σσ σ

= ρ − ρ µ + µ= ρ − ρ µ + µ= ρ − ρ µ + µ= ρ − ρ µ + µ
σ σσ σσ σσ σ

Podobnie znajdujemy prostą regresji II-go rodzaju zmiennej x względem y:
y yx x

y x x y
y y x x

x y y x
σ σσ σσ σσ σσ σσ σσ σσ σ

= ρ − ρ µ + µ ⇒ = − µ + µ= ρ − ρ µ + µ ⇒ = − µ + µ= ρ − ρ µ + µ ⇒ = − µ + µ= ρ − ρ µ + µ ⇒ = − µ + µ
σ σ ρ σ ρ σσ σ ρ σ ρ σσ σ ρ σ ρ σσ σ ρ σ ρ σ

1 1
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Linie regresji ILinie regresji I--go rodzajugo rodzaju
Przykład: Linie regresji I-go rodzaju dla dwuwymiarowego rozkładu normalnego.

(((( ))))

(((( ))))

x y x y

y yx x

x y x yx y

, ; , , ,

exp

x y

y yx x

µ µ σ σ =µ µ σ σ =µ µ σ σ =µ µ σ σ =

        − µ − µ− µ −µ−µ −µ−µ −µ            − µ − µ− µ −µ−µ −µ−µ −µ                    = − + − ρ= − + − ρ= − + − ρ= − + − ρ                            σ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ−ρ−ρ−ρ−ρ                 πσ σ − ρπσ σ − ρπσ σ − ρπσ σ − ρ                         

22

22

1 1
2

2 12 1

N

Rozkłady brzegowe to jednowymiarowe rozkłady normalne:

(((( )))) (((( )))) [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]

(((( ))))
(((( )))) [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]

x
1 x x x x

xx

y

y y y y
yy

; , exp x x

; , exp y y

x
x

y
y

    − µ− µ− µ− µ
    µ σ = − = µ = σµ σ = − = µ = σµ σ = − = µ = σµ σ = − = µ = σ
    σσσσπσπσπσπσ     

    − µ− µ− µ− µ
    µ σ = − = µ = σµ σ = − = µ = σµ σ = − = µ = σµ σ = − = µ = σ

σσσσ    πσπσπσπσ     

2

2

2

2

2

2 2

1

22

1

22

N E V

N E V

(((( ))))
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))

(((( ))))
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))

x y x y y
y x

xx x yy

x y x y x
x y

yy y xx

, ; , , ,
| exp ( ( ))

; ,

, ; , , ,
| exp ( ( ))

; ,

x y
g y x y x

x

x y
g x y x y

y

    µ µ σ σµ µ σ σµ µ σ σµ µ σ σ σσσσ    
    = = − − µ + ρ − µ= = − − µ + ρ − µ= = − − µ + ρ − µ= = − − µ + ρ − µ    σσσσ    µ σµ σµ σµ σ σ − ρσ − ρσ − ρσ − ρπσ − ρπσ − ρπσ − ρπσ − ρ         

    µ µ σ σµ µ σ σµ µ σ σµ µ σ σ     σσσσ    = = − − µ + ρ − µ= = − − µ + ρ − µ= = − − µ + ρ − µ= = − − µ + ρ − µ    σσσσ    µ σµ σµ σµ σ σ − ρσ − ρσ − ρσ − ρπσ − ρπσ − ρπσ − ρπσ − ρ         

2

2 22
1

2

2 22
2

1 1

2 12 1

1 1

2 12 1

N

N

N

N

Rozkłady warunkowe i warunkowe wartości oczekiwane:
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Linie regresji ILinie regresji I--go rodzajugo rodzaju
Linie regresji I-go rodzaju to proste o równaniach:

[[[[ ]]]] (((( ))))

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( ))))

y
y x

x

yx
x y y x

y x

|

|

y y x x

x x y y y x

σσσσ
= = µ + ρ − µ= = µ + ρ − µ= = µ + ρ − µ= = µ + ρ − µ

σσσσ

σσσσσσσσ
= = µ + ρ −µ ⇒ = µ + −µ= = µ + ρ −µ ⇒ = µ + −µ= = µ + ρ −µ ⇒ = µ + −µ= = µ + ρ −µ ⇒ = µ + −µ

σ ρ σσ ρ σσ ρ σσ ρ σ
1

�

�

Uwaga: W przypadku dwuwymiarowego rozkładu normalnego, linie regresji I-go 

rodzaju są jednocześnie prostymi regresji II-go rodzaju.
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Linie regresji ILinie regresji I--go rodzajugo rodzaju
Przykład: Chcemy umieć przewidzieć wzrost pewnego gatunku żyta na podstawie 

koncentracji fosforu w glebie. W tym celu badany cztery koncentracje 2, 4, 8, 16 ppm 

fosforu, i obserwujemy wzrost roślin przy każdej z nich począwszy od nasiona aż do 

momentu kwitnienia. Następnie dokonujemy pomiaru suchej masy każdej z roślin. 

Wyniki pomiarów przedstawia tabelka. 

Zmienne losowe: x - koncentrację fosforu, y - masa roślin.

10.31616

10.11615

8.91614

11.71613

6.2812

6.0811

5.9810

5.789

4.848

5.047

4.946

5.245

3.924

4.023

3.822

4.121

Masa

[g]

Fosfor 
[ppm]

Roślina
[[[[ ]]]] (((( ))))

[[[[ ]]]] ((((

))))

x

y

x .

y . . . . . . . . .

.. . . . . . . .

µ ≡ = × + × + × + × =µ ≡ = × + × + × + × =µ ≡ = × + × + × + × =µ ≡ = × + × + × + × =
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