
Zestaw 10 / Estymatory II:

1. Niech {t1, t2, ..., tn} b¦dzie n�elementow¡ prób¡ prost¡ pochodz¡c¡ z rozkªadu wykªadniczego o
nieznanym parametrze τ . Zaªó»my, »e badacz A obserwuje te dane bezpo±rednio. Z kolei badacz
B obserwuje te same dane, ale po przejsciu przez cyfrowy �ltr, który dziaªa w ten sposób, »e
na wyj±ciu daje 0 je±li ti ¬ c oraz 1 je±li ti > c, gdzie c jest pewn¡ staª¡ (tzw. próg). Zaªó»my,
»e w k spo±ród n przypadków na wyj±ciu �ltra otrzymano 0. Zarówno badacz A jak i badacz
B korzystaj¡c z metody najwi¦kszej wiarogodno±ci znajduje estymator parametru τ i jego bª¡d.
Powtórz rachunki wykonane przez obu badaczy.

2. (RN 7.2.3) Dysponujemy dwiema niezale»nymi ocenami pewnego k¡ta θ: warto±ci¡ c dla cos θ
i warto±ci¡ s dla sin θ, przy czym obie oceny charakteryzuj¡ si¦ rozkªadem gaussowskim z t¡
sam¡, znan¡ dyspersj¡ σ. Znajd¹ metod¡ najwi¦kszej wiarogodno±ci estymator k¡ta θ oraz jego
niepewno±¢.

3. (RN 7.2.10) W niektórych problemach �zycznych (np. defekty w krysztaªach, ustawienia spinu)
pojawia si¦ rozkªad dwumianowy, w którym prawdopodobie«stwo p sukcesu w pojedynczej próbie
dane jest przez:

p =
1

1 + exp (−θ)
Przypu±¢my, »e wykonano n prób, z których k zako«czyªo si¦ sukcesem. Oce« metod¡ najwi¦kszej
wiarogodno±ci, parametr θ i jego niepewno±¢.

4. Dana jest n elementowa próba prosta, x1, x2, ..., xn, pochodz¡ca z rozkªadu pªaskiego okre±lonego
na przedziale [a, b]. Znajd¹ metod¡ najwi¦kszej wiarogodno±ci estymatory kra«ców przedziaªu â i
b̂. W jaki sposób mo»na wyznaczy¢ ich niepewno±ci.

5. Z jeziora pobrano pewn¡ liczb¦ jednolitrowych oraz pewn¡ liczb¦ dwulitrowych próbek wody.
Po analizie okazaªo si¦, »e spo±ród próbek jednolitrowych w n1 próbkach stwierdzono obecno±¢
pewnego typu bakterii, natomiast pozostaªe m1 próbek nie zawieraªo tego typu bakterii. Podob-
na analiza wykazaªa, »e w przypadku próbek dwulitrowych w n2 próbkach stwierdzono obecno±¢
batkerii, a pozostaªe m2 próbek nie zawieraªo bakterii. Korzystaj¡c z metody najwi¦kszej wia-
rogodno±ci, oszacuj waro±¢ parametru µ okre±laj¡cego ±redni¡ liczb¦ bakterii badanego typu w
jednym litrze wody w tym jeziorze.

6. Pewnego dnia jeden ze sprzedawców w sklepie stwierdziª, »e pomi¦dzy godzin¡ 12:00 i 12:45
do sklepu przybyªo dwóch klientów. Inny sprzedawca zauwa»yª, »e tego samego dnia pomi¦dzy
godzinami 12:15 i 13:00 do sklepu przybyª tylko jeden klient. Zakªadaj¡c, »e liczba klientów od-
wiedzaj¡cych ten sklep mo»e by¢ opisana rozkªadem Poissona z nieznanym parametrem λ (liczba
klientów / godzin¦), wykorzystaj obserwacje obu sprzedawców, do okre±lenia metod¡ najwi¦kszej
wiarogodno±ci estymatora parametru λ i jego niepewno±¢.
Wskazówka: Zastanów si¦ jak w tym problemie zde�niowa¢ prób¦ prost¡.

Odp. λ̂ ≈ 2.117

7. Niedo±wiadczony ªucznik oddaje n strzaªów do tarczy o nieznanym promieniu θ. Tarcza zostaje
tra�ona za ka»dym razem, ale w zupeªnie losowym miejscu. Niech r1, r2, ..., rn oznaczaj¡ odlegªo±ci
poszczególnych tra�e« od ±rodka tarczy. Znajd¹ metod¡ najwi¦kszej wiarogodno±ci estymator
promienia tarczy θ̂ i jego niepewno±¢.


