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Whioskowanie statystyczne

@ Whioskowanie statystyczne to proces matematyczny, ktérego celem jest
wydobycie istotnych informacji z pomiardéw, umozliwiajacych uzyskanie
charakterystyk badanych uktadéw, ustalenia najlepszych parametréw modeli
lub okreslenia wiarygodnosci hipotez i modeli.

o Ogolnie rozrézniamy dwa podejscia do wnioskowania statystycznego oparte na:

o czestoSciowej interpretacji p-twa:

o estymacja punktowa to oszacowanie wartosci wybranych obserwabli, parametréw
rozktadéw i/lub modeli wraz z niepewnosciami,

o estymacja przedziatowa to oszacowanie przedziatu ufnoéci w ktérym dana
obserwabla (parametr rozktadu lub modelu), znajdzie sie z okreSlonym p-twem jesli
eksperyment bytby powtarzany nieskonczenie wiele razy,

o weryfikacja hipotez w oparciu o testy statystyczne skonstruowane w oparciu o
probabilistyczne modele danych,

o klastrowanie (uczenie bez nadzoru) i klasyfikacja (uczenie z nadzorem) danych -

podziat danych na grupy/klastry na podstawie wybranych cech z zastosowaniem
metod uczenia maszynowego.

o podejsciu bayesowskim (dwie kategorie: wybdr modelu lub szacowanie parametréw).
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Whioskowanie statystyczne - podstawowe pojecia

o Populacja to zbiér wszystkich elemetéw posiadajacych dang ceche (lub cechy) -
zbiér oséb zamieszkujacych na terenie Polski, zbiér wszystkich gwiazd w Drodze
Mlecznej, wybrana klasa przypadkéw w zderzeniach proton-proton, ...

o Podpopulacja to zbiér elementéw danej populacji posiadajacych dodatkowa
wspdlng ceche - w farmacji: na dany lek moga réznie reagowaé rézne grupy
etniczne lub posiadajace specyficzne mutacje gendéw; w HEP: mozemy by¢
zainteresowani wtasnosciami (rozktad pedu, pseudorapidity, itp.) réznych typéw
czastek natadowanych (piony, kaony, ...) produkowanych w okreslonych typach
zderzen (rodzaj zderzanych czastek, energia w ukfadzie srodka masy, itp.

o W praktyce dysponujemy jedynie probka losowa - powinna byé reprezentatywna
dla catej populacji (nieobcigzona), tzn. odzwierciedlaé wszystkie cechy i zwigzki
w niej wytepujace.

o Prébka obcigzona to prébka w ktérej brakuje pewnych klas przypadkéw -
teleskop moze nie byé w stanie dostrzec gwiazd, ktére nie s3 wystarczajaco
jasne, albo ktérych widmo jest zbyt bardzo przesuniete ku czerwieni; w HEP:
ograniczona akceptancja detektora (kinematyczna, geometryczna), tryger,
wydajnosé¢ detekgji i trygera.

o Prébka jest prosta jesli wszystkie wystepujace w niej zmienne s3 niezalezne - w
HEP ten warunek najczesciej jest spetniowy, choé nie zawsze (np. STAR TPC).
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Estymacja parametrow

o W ogélnoéci rozwazamy wektor losowy X (n-tupel) oraz n-elementowa prébke
losowa prostg ztozona z n realizacji X (przypadkéw w analizie HEP).

Na tej podstawie chcemy oszacowaé nieznane wartosci m parametréw 6 modelu
M, ktéry opisuje naszg wiedze na temat badanego zjawiska, procesu, itp.

o Dla uproszczenia zatézmy, ze wektor X = (x) jest jednoelementowy.
Dysponujemy wiec n-elementowg prébka prosty Z,, = (21, za, ..., Ty)
reprezentujaca wyniki n pomiaréw wielkosci x, ktére zgodnie z naszym modelem
zaleza od m parametréw 6 = (01,02, ...,0,,).

@ Dowolng funkcje f(x1,%2,...,X,) Nazywamy statystyka.

o Estymatorem parametru 6 nazywamy kazdg statystyke én(X]_,XQ, ooy Xp ), Ktorej
wartosci jesteSmy sktonni przyjac jako oszacowanie tego parametru.

o Estymata parametru 6,, to warto$¢ estymatora 0,0, jaka przyjmuje dla konkretnej
prébki losowej.
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WHtasnosci estymatoréw

o Estymator 0, parametru 6 nazywamy zgodnym, jesli zachodzi:
im P (|6, -0/ <e)=1 & lim P(|d.-0]>c)=0
n—oo n—oo
o Estymator, ktérego wariancja dazy do zera dla liczebnosci préby dazacej do oo,
jest estymatorem zgodnym (na podstawie nieréwnosci czebyszewa):
—9’>6) <ﬁ = (o% — 0 = lim P(

P ([on & = (0 = e ((he>e) =)

o Estymator nazywamy nieobcigzonym jesli jego waro$¢ oczekiwana jest réwna
wielkosci estymowanej, £[0,,] = 0.

o Jesli £[0,] < oo, ale £[0,] # 0, to estymator nazywamy obcigzonym, natomiast
réznice b, () = £[0,,] — 6 nazywamy obcigzeniem estymatora.

o Jesli bn(é)njooo to estymator nazywamy g

asymptotycznie nieobcigzonym. e 2o

o Sredni btad kwadratowy (MSE) estymatora:
MSE() = £[(0 — 0)%] =

= V6 — 6] + (€10 — 6])* = ) N

= V[0] +7,(0) t G-0
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Podstawowe estymatory punktowe

o Nieobcigzonym estymatorem wartosci oczekiwanej jest Srednia arytmetyczna:

T —5[%;:@] = Zé’xl :—nu n

o Wariancja $redniej arytmetycznej:

2
1 — o2
(2e) |l szl R
i=1
o Nieobciazony estymator wariancji: s = 1 -z
i=1

@ Wariancja estymatora wariancji:

4_82221 x—4) - T2y
= (s = ()" = 1 (= w)") — oVl

o Estymator wariancji estymatora wariancji:

2 _ _ " ln ,_-4_”2_34 =1
52T h—2)(n—3) <n;(1 U SX)“‘ (n—2)(n—3)
o Nieobcigzony estymator kowariancji: R = ! i(az—T)( )

azony esty i R= g ) Yi — 7
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Funkcja wiarogodnosci

o Niech bedzie dana préba losowa prosta o liczebnosci n z rozktadu f(x;0).
Funkcja wiarogodnosci dla préby x;, (i = 1,...,n), nazywamy wielko$¢:

£(#0) =[] i 0)
i=1

Funkcja wiarogodnosci to nie to samo co taczna gesto$¢ p-twa L(Z;0).

o Twierdzenie Cramera-Rao: Minimalna warto$¢ wariancji Vi, dowolnego
nieobcigzonego estymatora parametru 6 dana jest przez:

VIf] > Viuinl] = {5 l(%lnL(f; a)ﬂ }_1 _ {5 {_5_9221%@ 0)] }_1

Uzasadnienie ostatniej réwnosci w powyzszym wzorze:
o0

/L(a’:’;@)da’:’: 1 (ﬁf 0= / ML(QE;G)df:E 9In L(z;0)
o0 a0
0/06 T Oln L(f, 9) 2 . S /oo 921n L(f, 9) . B
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Twierdzenie Cramera-Rao

o W przypadku m parametréw 6= (01, ...,0p), nierbwnosé¢ Cramera-Rao ma

charakter macierzowy:
-1
_ [ [ L0 !
B 00;00;

5 InL(%6) 8lnL(Z0
9]_{glan (#:6) 9l L(#0)
Twierdzenie Cramera-Rao stwierdza, ze V — Vi, gdzie V;; = cov (0}, é]), jest

Vimin [

- 0; 00,

macierza dodatnie potokres$lona, w szczegdlnosci
V |:é7,:| = [Vmin]ii

Viin Wykorzystujemy jako przyblizenie macierzy kowariancji wstawiajac w
drugich pochodnych zamiast parametréw ich estymaty.
o W przypadku dyskretnego rozktadu p-twa mamy (E = (k1,ka, ..., kn)):

L(k:0) = HPk = V[d >vmm[é}={ > L(k;0) (839 In L(k; 9))2}

vit vl = {ne (Gunio) |} =~ fue[ Zommio] )
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Minimalna wariancja estymatora wariancji rozktadu Gaussa

o Wyznaczenie Viyin [67] dla rozkfadu Gaussa:

1 1 o (z—p)?
. T G o
9(g?) N (@i, 0) = =55 + S 2
0 1 (a-p
R O LN,
Z tw. Cramera-Rao otrzymujemy'
-1
len 6 = _n/Nl' W, o ) IHN(ZE W, o )d 220-4
n

o Podobnie dla dyspersy wyznaczamy:
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Minimalna wariancja estymatora parametru rozktadu Poissona

o Parametr u rozktadu Poissona to jednoczesnie jego wartos¢ oczekiwana
i wariancja. Ktéry z estymatoréw - X czy s2 - jest bardziej efektywny?

InPr(p) = klnp — p—Ink!

0 k

Z tw. Cramera-Rao otrzymujemy:

Vinin [/1] = (nzpk (—hlPk( )) ) = (%Z(k—u)QPk(u)> :%

k=0
o Poniewaz
1 n—3 1 n—3 woo2u?
2:_ k_k4_—2k:_ 32_—2:_
VIst) = {0 0)) — VI = et it = B S
wiec efektywno$¢ tego estymatora to % 1 1
—

Czyli dla p # 0 efektywno$¢ tego estymatora jest zawsze mnlejsza od jednosci.

o Najefektywniejszym estymatorem parametru p jest Srednia X.
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Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci (MNW)

o Zasada najwigkszej wiarogodnosci: Za estymate nieznanego parametru ¢ nalezy
przyjaé taka wartos¢ 6, dla ktérej funkcja wiarogodnosci osigga maksimum:

L(i;0) = max

L(E0) <0

0 . 2
—L(Z&0) =0 przy warunku
0=0

90 092
o Czesto jest wygodniej postugiwal sie logarytmem L:

0
a0

a wiec:

A 92
— In L(;0) ZGOIDf 2::0) = 0 przy warunku Z 502 In f(z;;0) <0

0=0

o W przypadku m parametréw 6 = (61, ..., 6,,) musimy rozwiazaé uktad m

rownan:
n

0 oA 0 5
przy warunku ujemnej okreslonosci macierzy: ——— In f(x;;0)
~ 0000, G
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Witasnosci estymatorow MNW

o Przyktad: Wyznaczenie estymatora parametréw 7 i A rozktadu wyktadniczego.
n

n
1 t; 1
L) =11~ —=) = InL=-nlnt—-)
(t;7) ETexp< T) n nint T;Z
Oln L n 1 & - 1 « _
= —— —_— t’L = — - t1 = r=— tZ:t
or T+T2; JrT; i n
Podobnie Wyznaczamy ,estymator parametru A
H)\exp = InL=nln\-— )\Zt
1=1
81n£ n n - ~ 1
_7+ i = =+Y ti = A==
s t

Widaé, ze estymator jest nlezmlenniczy wzgledem transformacji «(§) = 1/¢.

o Jest to ogdlna cecha estymatoréw MNW, tzn. jesli znamy estymator parametru
6, a interesuje nas funkcja tego parametru «(f), to zaktadajac ze 0a/00 # 0,
mamy: o 9L _0Loa or _,

90 " 0000  da
W ogélnosci E[a()] # a(E[]) (z wyjatkiem przeksztatcenia liniowego), dlatego

oczekujemy, ze estymatory MNW s3 z reguty obcigzone.
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Szacowanie btedéw estymatoréw MNW

. . 2
o Wariancja estymatora MNW: V[§] = / (0(3?) - (0)) L(#;0)dx

Wariancja przyjmuje wiec posta¢ funkcji ocenianego parametru. Aby uzyskaé
wart$¢ liczbowa, musimy wstawi¢ jego estymate (jest to wiec przyblizenie).

o W przypadku m parametréw musimy skonstruowa¢ macierz kowariancji:

v [0:.65] = / (0:(@) — 462)) (6;() — (67)) (7 0) a7

o Przyktad: Wariancja estymatora parametru 7 rozktadu wyktadniczego:

0
—27/00 lzn:t ﬁexp _h df+72/ooﬁexp _h i’ | =
nt&=") T ,4 T
0 0

M. Przybycien (WFilS AGH) Analiza danych Wyktad 4

i=1 Jj=1 Jj=1
1 1 1 _ 2T _ 72
= —2n2737m Ly —n(n — D222 = gt 22 ) = —
T \n n n n

12/16



Szacowanie btedéw estymatoréw MNW

o W przypadku duzej prébki danych mozemy znalezé estymator wariancji
estymatora parametru MNW korzystajac z nieréwnosci Cramera-Rao:

N PN ’ h
vpo.o] -~ (Gl

o Przyktad: Estymator wariancji estymatora parametru rozktadu wyktadniczego:
. »PInL 72 o2 & InL A2
n _ VA = (2 _
i n (9)\2 A=A n

V a p—
A= (55
o Obserwacja: Estymatory MNW s3 zgodne.

o Zachowanie funkcji wiarogodnosci jako funkcji parametru 6 w okolicach
estymaty MNW tego parametru:

- -~ O0lnl 1 0lnL Y Y
L) = L@)+ =5=|  +5 G|, (0=0°+0 ((0 0) )
In Lax
=0
_0\2 —0\2
In £(0) ~ In Lo — L0 L(0) ~ Lo exp | -0 =9
20[0] 206

L(0) ma w przyblizeniu w okolicach maksimum rozktad Gaussa.
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Szacowanie estymatoréw MNW i ich btedéw

@ Przyktad: Rozwazmy pomiar $redniego czasu zycia 7 = 1/ (czastki lub jadra)
w eksperymencie w ktérym maksymalny czas pomiaru wynosi 7.

o Musimy zastosowac obciety rozktad wyktadniczy, w ktérym 0 <t < T*:

T
e A g 1—(1+AT)e AT
PN =T 5 =y /te &= S

Stosujac metode momentéw mozemy napisaé: ¢ = (t) i wyznaczy¢ stad 7 = 1/5\.

o Zaktadajac, ze kazdy z pomiaréw charakteryzuje sie pewnym minimalnym, ¢,
i pewnym maksymalnym, t*®*, dostepnym czasem pomiaru, otrzymujemy dla
pojedynczego rozpadu:

N (1/7)exp (—t/7)
fi(tv T) - min max
exp (—t""/7) — exp (=7 /7)

Wyznaczamy estymator MNW:
1 n n ¢min $mx
ln,C:—nlnT——Zti—Zln<exp (— t )—exp<—1—>>
Ti= i=1 T T
0 = s-7. L 2": ¢ exp (— NN /) — X exp (—¢2X /7)

olnL
2 oxp (—H [7) — exp (—tP/7)

or
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Szacowanie btedéw estymatoréw MNW

gGO_— T T LI B
s — 5§ o Rysunki obok przedstawiaja ilustracje
soF N.=500 3 powyzszego przyktadu wykonana
a0 1 metoda Monte Carlo. Przyjeto:
sof 3 M =02s oraz =525
" 3 o Wartosci estymatora parametru 7 oraz
1 jego btedu (z tw. Cramera-Rao) wynosza:
10 — A~
0 e 1 7=0.9954s oraz D[7] =0.0485s
8 4 ®q © Podobne wartosci mozna odczytac z
T saaaanazassassansansrasy g wykresu logarytmu funkeji wiarogodnosci.
<k 3 . . ..
Toafb 1 o Ksztatt tej funkcji jest zblizony do
g F paraboli:
_2 ~
E 3 (6 —6)?
3k i InL(0) ~InL v —
i 5 Oy =i o5
-4t 7 awartoéci &, 26 oraz 36 dostajemy
sE 1  odpowiednio dla:
Y Y I L AP I TS PR S AN B lnﬁ(ﬁ)—lnﬁmax%—O.B, —2.0, —4.5
0.8 085 09 095 1 1.95 11 115 1.2

-36 -26 -0 1 G 26 36 T[s]
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Szacowanie btedéw estymatoréw MNW

2 E T T T T L=
< 400 [ P . =
%350 3 fixsp(w ¢ p)m(tm'"'tm“)_i o Rozpatrzmy przypadek, gdy w naszym
: p=075 E omiarze wystepuje tto:
300 =025 3 P ystepu)
20 W e 1 fBmp) =p ST )4
200;_ _; +(1 — p) - U (™0 pmax)
0 - . /7 s
1 E 3 o Z wykresu konturowego wielkosci
loog_ 31 InL(7r,p) — In Liax mozna odczytad
505_ ] wartosci estymatoréw 7 i p oraz ich
% niepewnosci:
tls] 1
Q E T T T T T T 3
0.84F 5 InL(7,p) = In Lypax ® ———— X
082F In©)-Int,,) 3 ) ) 2(1 - p?)
0.8F E T—7 p=p\ _ T—7 p—p
0.78F 3 |:("*)+<"ﬁ> 2p(”*)<"ﬁ>]
©0.76F 3 o Mierzac kat nachylenia wiekszej pétosi
o % A 7 elipsy do osi poziomej mozna wyznaczy¢
. ogj; C—:// 3 estymator wspdtczynnika korelacji
ossf- E korzystajac z formuty:
0.66F = _ 2p0.0y
08 085 09 Ao.:asA I1A R RRT: tg 20 = o2 — g2
6 1T O T[s] z Y
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