Zestaw 6 / Metody analizy danych (27.11.08):

1. (RN 7.2.3) Dysponujemy dwiema niezaleznymi ocenami pewnego kata 0: wartos-
cig c dla cos 0 i wartoécia s dla sin 8, przy czym obie oceny charakteryzuja sie
rozkladem gaussowskim z ta sama, znana dyspersja o.

a) Znajdz metoda najwiekszej wiarogodnosci estymator kata 6 i jego niepewnosé.
b) Rozwiaz to samo zadanie, gdy dyspersja o nie jest znana. ZnajdZz estymator
dyspersji.

Odp. 6 = arctan (f) +

C

o
2. (RN 7.2.14) Zakladajac jednorodny rozklad gwiazd w naszym najblizszym otocze-
niu, tzn. przyjmujac, ze liczba gwiazd w zadanej objetosci V przestrzeni kos-
micznej podlega rozkladowi Poissona Py (Ak) z nieznanym parametrem X\ okresla-
jacym oczekiwang liczbe gwiazd w jednostce objetosci,
a) znajdz rozklad f,(r) odleglosci od pierwszej, drugiej, ... , n-tej gwiazdy od
Stonca.
b) Wykorzystujac te rozklady jak réwniez dane o odleglosciach (w parsekach)
od Stonica do najblizszych 31 gwiazd (wg. E.Rybka, Astronomia Ogélna, PWN,
1983): 1.31, 1.32, 1.32, 1.81, 2.32, 2.49, 2.65, 2.65, 2.74, 2.74, 2.9, 3.15, 3.28,
3.31, 3.32, 3.42, 3.42, 3.44, 3.48, 3.48, 3.52, 3.52, 3.55, 3.55, 3.58, 3.66, 3.76,
3.85, 3.91, 3.94, 3.94, znajdz estymatenajwiekszej wiarogodno$ci parametru A\ i
jej niepewnosé.
c) Poréwnaj z wynikiem uzyskanym bezposredniego podzielenia liczby gwiazd
w kuli o objetosci czterech parsekéw przez objetosé tej kuli. Jak nalezy okreslié
niepewnos¢ estymaty wielkosci A uzyskanej w tym podejsciu?

Odp. b) A =0.113 £ 0.005, ¢) A = 0.116 & 0.021.

3. Napisz program generujacy probki o liczebnoéci n wielkosci t podlegajacej rozkla-
dowi wykladniczemu

1
Fltm) = —e™7, t>0

Estymatorem najwigkszej wiarygodnoéci parametru 7 jest # = t a estymatorem
jego wariancji jest 72/n.
a) Wygeneruj 1000 prébek z + = 1 i n = 5,10,100. Oblicz wartosé¢ esty-
matora 7 dla kazdej probki a wyniki dla wszystkich 1000 prébek przedstaw w
postaci histogramu. Poréwnaj wariancje otrzymane z metody Monte Carlo z
wynikami analitycznymi. Czy wartos$¢ srednia estymatorow 7 jest konsystentna
z prawdziwg wartoscig 7 = 17
b) Zalézmy, ze rozklad prawdopodobieristwa zostal sparametryzowany poprzez
parametr A = 1/7

Ft;0) =xe™, t>0

Estymatorem najwigkszej wiarygodnosci parametru A jest A= 1/t. Zmodyfikuj
program z (a) tak aby histogramowal réwniez estymatory X. Jak wiadomo esty-
mator najwiekszej wiarygodnosci A jest obcigzony. Z wynikéw symulacji Monte
Carlo oblicz wartosci obcigzenia b = E[S\] — A. Poréwnaj ze spodziewanymi
wartosciami dla n = 5,10, 100



4. Rozwaz N niezaleznych zmiennych nq, ..., nn podlegajacych rozkladowi Poissona
o wartosciach $rednich ré6wnych odpowiednio pq,..., un. Zalézmy, ze wartosci
$rednie zalezg od zmiennej x z godnie ze wzorem

p(x) = a(x),

gdzie 0 jest nieznanym parametrem a a(x) jest dowolng znang funkcja. N
wartosci p; dane sa wiec zaleznoscia p(x;) = Oa(x;), gdzie wartosci x; sa znane.
Pokaz, ze estymatorem najwiekszej wiarygodnosci parametru 0 jest

Zﬁil n; )
Zf;1 a(z;)

Pokaz, ze 7 jest estymatorem nieobcigzonym a jego wariancja jest réwna tej
otrzymanej z warunku Cramera-Rao.
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5. Przykladem sytuacji opisanej w poprzednim zadaniu sa dane z rozpraszania
(anty)neutrin na nukleonie. W modelu kwarkowo-partonowym, przekroje czynne
na procesy YN — p~X i N — pt X majg postaé

_ G*ME
oc(WN - p=X)= —

@+ @) = 0.8
c(ON — ptx) = T ME (§<q> 4 <q>) = 6,

gdzie E jest energia wiazki (anty)neutrin, M masg nukleonu-tarczy a G stala Fer-
miego. Tutaj zmienna x odpowiada energii £. Pomiary zostaly przeprowadzone
dla N réznych wartosci E. Dla kazdej energii, spodziewana liczba przypadkow
jest dana przez

i = o(E;)e(E;) L,

gdzie o(E;) jest przekrojem czynnym dla energii FE;, L; jest $wietlnoscia a
e(E;) jest wydajnoscia detektora na rejestarcje przypadku, ktéra zalezy od
energii. Zalézmy dla uproszczenia, ze energie FE;, sSwietlnosci L; oraz wyda-
jnosci €(E;) sa znane bezblednie. Znajdz estymatory najwiekszej wiarygodnosci
parametréw 6, i 6; a na ich podstawie estymatory wielkosci (q) oraz (q). W
modelu kwarkowo-partonowym wielkosci te odpowiadja ulamkowi pedu nuk-
leonu unoszonemu przez odpowiednio kwarki i antykwarki tworzace nukleon.
Oblicz ulamek pedu nukleonu unoszony przez partony nie bedace ani kwarkami
ani antykwarkami (czyli sa gluonami), (g) =1 — (q) — (q).



