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Lagranzjan i dziatanie dla czastki relatywistyczne;j

o Relatywistyczny lagranzjan dla czastki swobodnej: L = —mcy/1 — 32 — V(7)

oL d (0L d - -

oL , 0 For
Pi= g = T 1T T T
D 2
Ho— o[ PP M
) ym v I
= ’Ymcz(p202+m2c4)+V:7m62+V:E+V:T+m02+V

o Zasada najmniejszego dziatania (cdr = ds):
ta /s 2 T2 T2
S = ( me ) dt = / —mc2dr = —mc/ Vds?
t1 0 T1 T1

o Trajekoria czastki swobodnej w czasoprzestrzeni jest taka, aby
uptyw jej czasu witasnego byt maksymalny.

wysokosc

. 1
o Przykfad: rzut pionowy ¥ = v, ot — ith
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Energia w geometrii Schwarzschilda

Droga po jakiej porusza sie czastka swobodna pomiedzy dwoma zdarze-
niami w czasoprzestrzeni jest taka aby czas zmierzony w uktadzie czas-
tki byt maksymalny.

Rozwazmy czastke spadajaca radialnie (dp=0) na obiekt o masie M.

dr? (1 _ 2M )dtz _ dr? _ rqu)z Ustalona chwila czasu 0
1_2M 0 0 )
) r Ustalone A A »Zmienna”
Dla segmentu drogi A mamy: o — . cc;v::at
- _[(1_2M )2, ( wyrazy nie- . B
AT My zalezne od t U & J

Ustalona chwila czasu T

_(1_2M )t

2M
1-" |t
dra _ ( Fa J

dt o 1
(1—2MJt2 o[ wyrazy nie
I zalezne od t
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Energia w geometrii Schwarzschilda

Podobnie dla segmentu drogi B dostajemy:

~ . 1/2
i (1_ ZrM J(T oy +( wyrazy nie- H
L B

zalezne od t

2M
—11-==|(T-t
drg _ ( s )( ) _ 1_2_M T-t

“ —(1_2:;" j(T—t)z+(WYr‘aZy hie- H”Z B ( e ) Te

zalezne od t

Catkowity czas zmierzony w uktadzie czastki: t=1,+15 przyjmuje dla
ruchu swobodnego wartoéé maksymalna;

dt_drt, dtg (, 2M))t (., 2M \T-t_

dt~ dt  dt _(1 ' )TA (1 o j o 0
Wprowadzajac oznaczenia: t=t,, T-t=t; znajdujemy:

(1—2—M)t—A=(1—2—M)t—B=consT (I—Z—M)i=consw‘=%

ra ) Ta rs )7Ts r J)dt

M. Przybycien (WFilS AGH) Szczegélna Teoria Wzglednosci Wyktad 10



Pomiar energii w uktadzie Schwarzschilda i na sferze

o W OTW energia nie dzieli sie na kinetycznga, potencjalng i spoczynkowa.
o Jak zmierzy¢ catkowity energie satelity krazacego po ustalonej orbicie?
o umieszczamy czastke testowg na orbicie w duzej odlegtosci (tak aby stosowat sie
opis Newtona) i znajdujemy catkowita mase uktadu:

Miorm mu? vir

G—F— = = Mot = —
r? r ot G
o Obliczamy energig satelity: E = Mot — Mstar
o Przyktad: Rozwazmy zegar o masie m umieszczony na powtoce sferycznej

r =r1q. lle wynosi energia zegara z punktu widzenia odlegtego obserwatora?
dr=dtsher T=T0

E_(,_2MYdt _ (2N
m oy )dr dt:(lfz#)il/zdtshen N _?

o powyzszy wynik jest stuszny dla ro > 2M
o w poblizu czarnej dziury ' < m - energia wigzania grawitacyjnego.

o dla rg — co mamy E — m (STW)

o Lokalny pomiar energii na sferze (E,. - wielko$¢ lokalna - nie jest stata ruchu):

Bag 1§ dr (M 2 (1 - ﬂ)m
m V 1- Uszhell e dt B r r
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Swobodny spadek z duzej (oo) odlegtosci na czarng dziure

. . . . E 2M 1\ dt
o Catkowita energia w trakcie ruchu jest zachowana: o (1 - —) e
-

;
2 -1
o ukfad Schwarzschilda: (1 - ¥> dt? = dr? — <1 - ¥) dr? - (1 - ¥> ar

1

dr_ (| _2M) (20M)\'* g7
dt r r i
Zblizajac sie do horyzontu, czastka zwalnia ~ *8
do dr/dt = 0 na horyzoncie - osiagnie 07 ¢ dr/dt,,
horyzont po nieskoficzonym czasie. 06 F -
o uktad sfery (shell): obserwator mierzy 05 %
bezposrednio uptyw czasu oraz odlegtosé 0af =
pomiedzy zegarami na sferze: 03F drfdt
2M\ "2 2f
do = drehen = <1 — 7) dr 025
r 0.1}
1/2 W T T O TR
dtshen:(l—QiV[)/dt 00123456789101112131:/1\/}5

—1 1/2
. ;. dr. hell M dr 2M
Czastka mija sfere z predkoscia: =1 -=) ===
dtshell T dt T
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Maksymalna predkos$¢ na horyzoncie

Przyktad: Rozwazmy czgstke ktora spada na czarng dziure z nieskonczonosci,
ale z poczatkowa predkoscia rozng od zera.

_E_(q2M\dt e, 1
cons‘r—m—(l r)dr — \/1—v§_yo
1/2

C2M gy drm [[122M g
(1 r)dt—yodr—yo (1 rjdt (1_2M)

r

oo (20 )"y L[y 2M)

Maksymalna predkos¢ czastki przekraczajgcej horyzont to predkoscé c.
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Wewnatrz horyzontu zdarzen

=" 2:\/| dr dr (2m )2 } 2
I | o e (e

Wokoét czarnej dziury (dla r>6M) moga istniec¢ stabilne orbity.

Dopoki nie przekroczymy horyzontu (r=2M) zawsze mozemy zawrocic
Moment przekraczania horyzontu niczym specjalnym sie nie wyréznia
Wewnatrz horyzontu nie moga istnie¢ ,uktady na sferze” - nie moze tam
istniec¢ nic stacjonarnego.

Informacje i przesytki moga by¢ wysytane jedynie z zewnatrz do wewnatrz
horyzontu (np. wciaz widzimy gwiazdy, tylko w troche innych kolorach i
potozeniach...)

Wspotrzedna r zmienia charakter z przestrzenno na czaso-podobna, co
oznacza, ze ruch w kierunku centrum jest nieunikniony.

Czas potrzebny do osiggniecia centralnej osobliwosci:

M [m]

wl-b

2M
r

sec

oM\ 2m Y2 [T de 4
a_ (&M eM Tee=—=2-10°M =6.57-10° L [g]
c 9
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Wewnatrz czarnej dziury

Przyktad: Parametry ,20-letniej czarnej dziury”, tzn. takiej, w ktorej czas podro-
Zy obserwatora (startujgcego ze stanu spoczynku w nieskonczonosci) od hory-
zontu do osobliwosci trwa na jego zegarze 20 lat.

2M  dt ° 4
(1 r)dr ! ar (2M\"? IVz amd =3 M [
172 :>_=_(_) = v
a_ (pamyam [T U
dt r r

hﬂ:%t:W:ZOy:L9&W7ﬂFJSW:1A¢W7m=96&OBMO

N

_t_4
Troe= 91o M [s]

r=2mM=30ly
Metoda pomiaru wspotrzednej r wewnatrz horyzontu:

cc’
fc = m N
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Uktad swobodnie spadajacy - ,free fall” (ff)

o Jest to uktad zwiagzany z rakietg poruszajaca sie swobodnie wewnatrz horyzontu
czarnej dziury (radialnie), ktéra rozpoczeta swéj ruch w duzej odlegtosci od
stanu spoczynku.

drdr  (2M\" o N2\ e
dt, dr . \r = ltay -ty =5\ 77 Ty T

5 T T T E F T T T |
< Sk 3
%9 B "g £ - 1
° Z 8F g E

L - E N 3
8 St = E
£ S ]
7 1 6F = ]
s 3
4t 3
3 3
2t 3
0f ]

0 L L L 3t
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Ukfad swobodnie spadajacy

o Czy wewnatrz horyzontu predkos¢ jest wieksza od predkosci $wiatta?
Argumenty za i przeciw:

\/2M/r > 1dlar <2M,

e czas wtasny mierzony przez obserwatora poruszajacego sie radialnie od horyzontu
do centralnej osobliwosci, 7 = 4M /3, jest mniejszy od promienia horyzontu,

obserwator swobodnie spadajacy przekracza horyzont z predkoscia $wiatta, a wiec

wnioskujemy, ze wewnatrz musi poruszac sie jeszcze szybciej,

o w uktadzie swobodnie spadajacym (STW) $wiatfo mija obserwatora z predkoscia c,
a wiec nie moze sie on poruszac szybciej niz Swiatto,

o ,predkos¢ wtasna” Swiatta jest nieskonczona: Z—j‘_ = 7% = Y.

Wszyscy lokalni obserwatorzy zgadzaja sie co do tego, ze zaden obiekt nie

porusza sie szybciej niz Swiatfo.

o Odlegtos¢ pomiedzy sferami z punktu widzenia obserwatora ,free fall”:

% _ dry; M _ (1 —1)2)1/2 (1 B 2]\4)1/2: . dran - <2]\4—>1/2 .,
dr drehen  dr T o dtshell h T
o Uwaga: Relacja dr;; = dr jest stuszna tylko dla pomiaru odlegtodci w uktadzie
free fall”. Nie zachodzi w innych pozornie podobnych uktadach, np.:
o start w nieskofczonosci, ale z predkoscia rézna od zera,
o start z zerowa predkoscia poczatkowa, ale w skonczonej odlegtosci.
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Metryka w uktadzie ,free fall”

o Uktad ,free fall" pozwala tylko na lokalny opis zdarzen.

o Poszukujemy globalnej metryki mozliwej do zastosowania zaréwno na zewnatrz
jak i wewnatrz horyzontu zdarzen.

o Taka metryka istnieje we wspotrzednych r, ¢, t

—1/2 r 1/2
e = (1= 2y - ()
e = (1 - 220) e 1= (1)

Stosujemy TL do przejécia z uktadu S - ,shell frame” do uktadu S’ - ,free fall”:

2M\"? 20\ /2
dtff = ’y(dtshe" — ’Ud?”she”) = —vy <1 — 7) dr + 7 (1 — 7) dt
T T

—-1/2 1/2
= (1= 20) e (B g, (1B (20,
T ’}/ T ' T
oM oM\
dr? = <1 - —) at? — <1 - —) dr? — r2d¢ =
' '

2M 20\ '/
= (1 — —) dtif -2 (T) dt jedr — dr? — r2dp?

T

o Dla dt;; = 0 mamy geometrie euklidesowa - przestrzen jest lokalnie ptaska.
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Ruch wewnatrz horyzontu

o W uktadzie ,free fall” ruch czastki moze sie odbywac tylko w stozku Swietlnym:

[2M [0
dr® = — |dr + (1 + 7") dtff} [dr — (1 + ) dtff} —r?dg?
d oM
o Dla radialnego (dé = 0) ruchu éwiatta (d7 = 0) mamy: # =y /=1
r

o Oznacza to, ze wewnatrz horyzontu nawet Swiatto wyemitowane z ukfadu ,free
fall' w kierunku radialnym ,,na zewnatrz”, porusza si¢ w strone centrum.

@ Przyktad: Rozwazmy promien $wiatta wystany z uktadu ,free fall” w kierunku
»ha zewnatrz 1" w obszarze na zewnatrz i wewnatrz horyzontu. Jak predkos¢
wiasna Swiatta zalezy od wspétrzednej /M? Dla wyznaczonych wyzej wartosci
r/M znajdz predkosci promienia $wiatta wys’(anego radialnie ,,do $rodka |".

T 2 | dr T | r | l | dr | r dr |
M = ﬁ dtff dtff dtff M dtff
(1 _ L) 659 20000 | 101 0.1 165 -21
dt 09| 200/| -1.1 05089 | -25
dr oM 05 8| -15 ‘1] 05 -3
o=\, 0 2 2 9002]| -11
ff

@ Dowolny obiekt materialny, wewnatrz horyzontu, musi sie porusza¢ w kierunku

malejacego r - a wiec horyzont mozna przekroczy¢ tylko w jedna strone.
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Radialne trajektorie Swiatta

d
_T:_ %il =
dt r

E2,ff - zg1,ff = i(fl - f’2) - 2\/5

T T T T T T

tmin/M

T T

9F Horyzont
8 \ swobodnie

:\ S]ll)adajacy E 1
7= obserwator 5 ]

E\ promien [ Je=1 ]
6 f\ swiatla ] r vie= 1
5 \ ] :

5 1 3F ]
4F B t swobodnie

'\ 1 r spadajacy |
3R N\ oL obserwator 1

~
1
—
T
Horyzont
1
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Bezbolesna smier¢ w centralnej osobliwosci

o Przyspieszenie ziemskie w jednostkach geometrycznych:

M
9B = — = 9.81 [m/s°] & 1.09 - 10716 [m~]
e
o Zatbézmy, ze zaczynamy odczuwaé dyskomfort, gdy réznica przyspieszen
dziatajacych na gtowe i stopy jest rzedu przyspieszenia ziemskiego gp.

o W jakiej odlegtosci od osobliwosci zaczynamy odczuwaé dyskomfort?

d?r 1/2 M 2M
QZW: ;l_::_<¥> :_7‘_2 = dgzlr—?)d?’
. , r dr 1/3
a wiec dyskomfort zaczynamy odczuwacé dla GV (m>
Storice | ‘20 letnia’ BH | 48 000 Mg
r/2M | 1305 6.3-10"7 1

o Jak dtugo przed dotarciem do osobliwosci rozpoczyna sie dyskomfort?

dr__ oM\ /2 oraz T dr /3 N 7__2 dr\ /2
dr r 2M  \4M2ggp - 3 \ygr

Czas ten nie zalezy od wielkosci BH i wynosi 7 =4 -10~2[m] = 1.57 - 10~ 17[s
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