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Wyktad 11



Moment pedu w geometrii Schwarzschilda

Zasada maksymalnego ,starzenia sie”: Droga po jakiej porusza sie czastka
swobodna pomiedzy dwoma zdarzeniami w czasoprzestrzeni jest taka aby
czas zmierzony w uktadzie czastki byt maksymalny.

Rozwazmy czastke spadajgca niekoniecznie radialnie na obiekt o masie M.

2
de? =(1—ZTM)dt2—1 erM —r?dg?

r
Dla segmentu drogi A mamy:
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gdzie r, to Srednia wartos¢ r dla segmentu drogi A.
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Zdarzenia 1 i 3: ustalone r,¢,t
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catej drogi byt maksymalny.
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Moment pedu w geometrii Schwarzschilda

Podobnie dla segmentu drogi B dostajemy:

o ito-ap o]

zalezne od ¢

drg _ s (©-¢) _ e (®-9)
do [ | wyrazy nie- ] T
[_r8¢+(zaleine od ¢H

Catkowity czas zmierzony w uktadzie czastki: 1=t ,+tz przyjmuje dla ruchu
swobodnego wartos¢ maksymalna;:

E: dr, +dTB =—@+M=O

d¢ d¢ do Ta Tg
Wprowadzajac oznaczenia: ¢=¢,, P-¢=¢5 dostajemy:

2 2

r r d

Taba _ 6% _ copst 290 const= L
Ty Tg dt m
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Ucieczka z okolic czarnej dziury

@ Przyktad: Stycznie do sfery o promieniu o = 10M zostat wystrzelony satelita
z predkoscig vg shel = 0.5. lle wynosza moment pedu i energia satelity? Czy
satelita oddali sie do nieskonczonosci?

Do obliczenia momentu pedu potrzebujemy czas wiasny 7: ditshell = Y0,shell AT
L ,dop do AT shell

— =Tg 5= = ToY0,shell 5, = 70 70,shell
0 0 70,s ;
m dr dtshell dtshell

= 70 Y0,shell V0,shell = 5.77T5M

oM\ 2
Do obliczenia energii potrzebujemy czas t: dt = (1 - —> dtshell
r

1/2
E_(p_2Myd_ () MY _db dise () 2M Yo,shell = 1.033
m ro ) dr ro ) dtshen dT ro '

o Gdyby satelita zostat wystrzelony radialnie na zewnatrz, wéwczas oddalitby sie do
nieskoniczonosci gdzie miatby wciaz niezerowa predkosc.

o Aby stwierdzi¢ czy satelita wystrzelony stycznie do sfery réwniez oddali sie do
nieskoficzono$ci musimy zbada¢ jego orbite w geometrii Schwarzschilda.
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Efektywny potencjat w mechanice Newtona

o Aby opisa¢ orbite czastki o masie m wokét czarnej dziury o masie M korzystamy
z zasady zachowania energii:

1, GMm . o (dr\> [ do\* [dr\® L2
E:Ek+Ep:§mv - gdzie v :<dt>+ TE = +W

W jednostkach geometrycznych mamy: £ 0'1?
9 ) 2008 E
1 (dr E M N (L/m) Sooch R,
- —_ = — — _— £0.06 - 'm T
2 \ dt m r 272 o
0.04
potencjat efektywny V' (r)/m 002f
Ogodlne rozwigzanie mozna zapisa¢ w of
postaci: ¥
0.02F
; m / dr . y sl
=4/ | ——=—== tcons -0.04 |
2 JE — ¥
E V(T) -0.06 [
W szczegélnosci okres drganh: 008 F
r2(E) d'r :u | I I I 1 1 | | ]
T =+vV2m _— D15 1015 20 25 30 35 40 45 50
nE) VE=V(r) oM

gdzie 71 o to rozwigzania réwnania £ = V (r).
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Efektywny potencjat w geometrii Schwarzschilda

o Korzystajac z metryki Schwarzschilda oraz wyrazajac dt i d¢ za pomoca czasu
wtasnego d7:

-1
dr? = (1 — ¥> dt? — (1 — g) dr? — r2dg?

E oM\ dt E aM\ 7!
_:<1——)— = dt—(l——) dr
m r dr m r
L d L1
Z=r22 = dp=——dr
m dr m r?
i . £0.98 ‘ ‘ ‘ .
znajdujemy: Eow» E/m g
2 2 =70t ]
(- =
dr m r 72 =

dr\ 2 B\ 2 V2 0.95? A
() = (%) - (%) S T e

1<K)2:1_M (L/m)*  M(L/m)?

2 \m 2 r 22 73

Ostatni wyraz odpowiada za dodatkowe przycigganie wynikajace z OTW.
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Efektywny potencjat w geometrii Schwarzschilda

o Efektywny potencjat Schwarzschilda pozwala na wieksze zblizenie do czarnej
dziury niz to wynika z rozwazan klasycznych.

o Wokét czarnej dziury nie mogga istnie stabilne orbity kotowe o promieniach
r<6M.
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Precesja peryhelium Merkurego

o Peryhelium (aphelium) - punkt na orbicie ciata niebieskiego krazacego wokét
Stofca znajdujacy sie w miejscu nawiekszego zblizenia (oddalenia) od Stonca.
(W przypadku obiektéw krazacych wokét Ziemi méwimy o perygeum i apogeum.)

o Merkury: (perihelium = 46.04 - 10° km; aphelium = 69.86 - 10° km)

o wielka oS elipsy obraca si¢ 0 0.159 stopnia (574 ) na stulecie,
o mechanika Newtona (wptyw innych planet) wyjasnia obrét o 531",

o OTW potrzebna do wyjasnienia pozostatych 43"

Planeta | Obrét peryhelium | Sr. promien | Okres obiegu
[arc sec/rok] orbity [j.a.] [lata]
Merkury | 42.980 + 0.001 0.38710 0.24085
Wenus 8.618 +0.041 0.72333 0.61521
Ziemia 3.846 £ 0.012 1.00000 1.00000
Mars 1.351 £ 0.001 1.52368 1.88089

o Przyblizenie ruchu harmonicznego w przypadku dowolnego potencjatu polega na
rozwinieciu potencjatu w szereg Taylora wokét potozenia réwnowagi do wyrazéw
drugiego rzedu:

=70 T="o
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Orbita Merkurego w przyblizeniu Newtona

@ Ruch satelity po orbicie eliptycznej traktujemy jako ztozenie ruchu po okregu o
$rednim promieniu 7o (minimum potencjatu - d(V/m)/dr(r = r9) = 0) i drgan
harmonicznych w kierunku radialnym wokét Sredniej orbity kotowej:

. 1 d?
Czesto$¢ kotowa w ruchu harmonicznym: Y _lpe o 2o (V/m)
m 2 dr?

o Orbita Merkurego w mechanice Newtona w przyblizeniu harmonicznym:
1(dr\’ E M (L/m)? v M (L/m)?
LA _E [M ] Ve) M (0w

dt r 2r2

m r 2r2
Czesto$¢ w;- ruchu drgajacego:

=70

m

d(V/m) M _ (L/m)* av/m)|  _ _ 2
— = o r:ro_ 0§ = Mro=(L/m)
d*(V/m) 2M  3(L/m)? ,  d*(V/m) M
Tar At T s g =) =gy
Czestos$¢ wy ruchu kotowego po orbicie:
L =72 249 =rwy = w L1 _(M v
m  dr @ ? * T mr? e

Poniewaz w; = w, oznacza to ze ruch odbywa sie po zamknietej elipsie.
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Orbita Merkurego w geometrii Schwarzschilda
o Stosujemy model przyblizenia harmonicznego do orbity Merkurego w OTW.

Czesto$¢ w, ruchu drgajacego:

() -5 (5) 5 (-2 ] =5 (5) -5 ()

2 \dr 2 \m
d (1V? M (L/m)? 3M(L/m)? 9 Mr3
— | z— == — =0 = (L = —
dr <2 m2) N e * rh (L/m) ro — 3M
d_2 1V_2 _ M n 3(L/m)? B 12M (L/m)? I M(rg — 6M)
dr2 \2m2) 3 ré o " 3 (rg — 3M)
Czestos¢ wy ruchu kotowego po orbicie:
L 2 do 2 o _ (L/m)? M
— = i = = —
m " dr Yo rd r3(ro — 3M)
Réznica czestosci kotowych jest w przyblizeniu réwna:
2 2 62? wi—wp R - oM
R2wg (wg —wr) Wo — Wr = 0 we

Wi —wi = ——————

¢ r3(ro — 3M)

o Dane liczbowe: Tyiemia = 3.157 - 107 s, TMerkury = 7.602 - 10%s, 1o = 5.8-100 m
A¢ = 41.12 arc sec / stulecie (wartos¢ doktadna 42.98 arc sec / stulecie).
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