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Wirująca czarna dziura

Wybrane efekty fizyczne występujące w okolicach wirującej czarnej dziury:

¶ Istnieje obszar na zewnątrz horyzontu, w którym każdy obiekt musi się
poruszać w dowolnych współrzędnych globalnych.

· Istnieje obszar wewnątrz horyzontu, w którym ruch nie musi się obdywać
w kierunku środka czarnej dziury (występuje nawet odpychanie od środka).

¸ Stabilne orbity wokół wirującej czarnej dziury, nie przecinające horyzontu,
osiągają mniejsze r niż w przypadku niewirującej czarnej dziury - prowadzi
to do powstania tzw. dysków akrecyjnych.

¹ Niestabilne orbity kołowe istnieją wewnątrz horyzontu w pobliżu
osobliwości wirującej czarnej dziury.

º Wirująca czarna dziura potencjalnie może być potężnym żródłem energii dla
wystarczająco zaawansowanej cywilizacji.

» Osobliwość wirującej czarnej dziury ma postać ringu przez który rakieta
może przelecieć nie doznając uszkodzeń.

¼ Wirująca czarna dziura może być bramą do innego wszechświata...

Oczekuje się, że każda czarna dziura we Wszechświecie obraca się wokół własnej
osi - wynika to z mechanizmu tworzenia czarnej dziury.
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Wirująca czarna dziura
Brak symetrii sferycznej znacząco komplikuje rozwiązanie równań Einsteina.
Rozwiązanie znalezione dopiero w 1963 roku przez Kerra, ma postać

ds2 =
(

1− 2Mr

ρ2

)
dt2 +

4Mar sin2 θ
ρ2

dtdφ− ρ2

∆
dr2 −

−ρ2dθ2 − sin2 θ
ρ2

[
(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

]
dφ2

gdzie ∆(r) = r2 − 2Mr + a2 oraz ρ2(r, θ) = r2 + a2 cos2 θ
natomiast a = J/M jest momentem pędu czarnej dziury na jednostkę masy.

Współrzędne (t, r, θ, φ) nazywamy współrzędnymi Boyera-Lindquista.

Uwaga: Dla a→ 0 metryka Kerra redukuje się do metryki Schwarzschilda.

W dalszej części wykładu będziemy rozważać metrykę Kerra jedynie
w płaszczyźnie równikowej (θ = π/2):

ds2 =
(

1− 2M
r

)
dt2+

4Ma

r
dtdφ− dr2

1− 2M
r

+
a2

r2

−
(

1 +
a2

r2
+

2Ma2

r3

)
r2dφ2
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Wnioski z metryki Kerra dla płaszczyzny równikowej
Zredukowany obwód: R2 ≡ r2

(
1 + a2

r2 + 2Ma2

r3

)
Promienie horyzontu: rH = M ± (M2 − a2)1/2
Wewnętrzny promień to tzw. horyzont Cauchy’ego - nie
jest jasne czy mozna go przekroczyć (mass inflation
singularity - różne części obiektu uzyskują względne
prędkości dążące do prędkości światła)

Granica statyczna: 1− 2M
rS = 0 rS = 2M

Obszar pomiędzy rS i r+H to tzw. ergosfera, w której
występuje efekt ‘frame dragging’.

r/M

R
/M

a = 0, 0.2M, 0.5M, 0.7M, 0.9M, M
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5W przypadkach stacjonarnych z metryki wynika, że:

dtshell =
(

1− 2M
r

)1/2
dt oraz drshell =

(
1− 2M

r
+
a2

r2

)−1/2
dr

Stosując zasadę maksymalnego starzenia się znajdujemy stałe ruchu:

Energia:
E

m
=
(

1− 2M
r

)
dt
dτ

+
2Ma

r

dφ
dτ

Moment pędu:
L

m
= R2

dφ
dτ
− 2Ma

r

dt
dτ
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Ekstremalna wirująca czarna dziura
Maksymalna wartość parametru a wynika z równania na promień horyzontu
rH = M ± (M2 − a2)1/2 i wynosi a = M .
W tym przypadku promień horyzontu Cauchy’ego dąży do M .
Metryka Kerra przyjmuje uproszczoną postać:

ds2 =
(

1− 2M
r

)
dt2+

4M2

r
dtdφ−

(
1− M

r

)−2
dr2−

(
1 +

M2

r2
+

2M3

r3

)
r2dφ2

Wnioski z metryki Kerra dla ekstremalnej wirującej czarnej dziury:

dtshell =
(

1− 2M
r

)1/2
dt drshell =

(
1− M

r

)−1
dr

Energia:

E

m
=
(

1− 2M
r

)
dt
dτ

+
2M2

r

dφ
dτ

Moment pędu:

L

m
= R2

dφ
dτ
− 2M2

r

dt
dτ

R2 ≡ r2 +M2 +
2M3

r

Uwaga: rysunek obok rzedstawia granicę statyczną i horyzont dla dowolnego φ.
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Ruch światła w geometrii Kerra
Rozpatrzmy początkowy ruch światła w kierunku stycznym (dr = 0).
Z metryki Kerra dla światła (ds = 0) dostajemy:

R2
(

dφ
dt

)2
− 4Ma

r

dφ
dt
−
(

1− 2M
r

)
= 0

Równanie to ma dwa rozwiązania:

R
dφ
dt

=
2Ma

rR
±

√(
2Ma

rR

)2
+
(

1− 2M
r

)
=

2Ma

rR
±
√
r2 − 2Mr + a2

R

W szczególności na granicy statycznej (rS = 2M, R2S = 6M2) dostajemy:

dφ
dt

= 0 oraz
dφ
dt

=
a

3M2

Oznacza to, że światło (a tym bardziej cząstka materialna) po przekroczeniu
granicy statycznej, z punktu widzenia odległego obserwatora, nie może poruszać
się w kierunku przeciwnym do kierunku obrotu czarnej dziury.

Uwaga: Brak stacjonarnych ringów stwarza koncepcyjny problem pomiaru
zredukowanego promienia R.
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Ruch światła w geometrii Kerra

Rozpaczmy początkowy ruch światła w kierunku radialnym (dφ = 0).
Z metryki Kerra dlaświatła (dτ = 0) dostajemy:(

1− 2M
r

+
a2

r2

)−1(dr
dt

)2
−
(

1− 2M
r

)
= 0

a stąd:

dr
dt

= ±
(

1− 2M
r

)1/2(
1− 2M

r
+
a2

r2

)
I Dla r < rS = 2M prędkość ta jest
urojona, co oznacza, że wewnątrz ergosfery
nie jest możliwy ruch tylko w kierunku
radialnym.
I Na horyzoncie ekstremalnej wirującej
czarnej dziury, rH = M , promień światła
wysłany w kierunku stycznym w dowolną
stronę porusza się zawsze z prędkością
światła w kierunku obrotu czarnej dziury.
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Swobodny spadek na wirującą czarną dziurę
Przykład: Cząstka o masie m, znajdująca się początkowo w spoczynku, spada
swobodnie z dużej odległości na wirującą czarną dziurę. Ruch odbywa się w
płaszczyźnie równikowej czarnej dziury. Z zasad zachowania energii i pędu:

E

m
= 1 =

(
1− 2M

r

)
dt
dτ

+
2Ma

r

dφ
dτ

L

m
= 0 = R2

dφ
dτ
− 2Ma

r

dt
dτ

oraz wykorzystując metrykę Kerra dostajemy:

dr =
r2 − 2Mr + a2

a
√

2Mr
(r2+a2)1/2dφ ⇒ dφ =

√
2r
M
a
M
dr
M(

r2

M2 −
2r
M + a2

M2

) (
r2

M2 + a2

M2

)1/2
Zamiana zmiennych u = r/M oraz wprowadzenie oznaczenia a0 = a/M , daje:

dφ =

√
2ua0du

(u2 − 2u+ a20)(u2 + a20)1/2

Rezultaty dla ekstremalnej czarnej dziury
przedstawia rysunek.
Prędkość na wewnętrznym ringu wynosi:

R
dφ
dt

=
2M2

rR
= |r = M,R = 2M | = 1

r/M

r/
M
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Swobodny spadek na wirującą czarną dziurę
Podobnie, korzystając z zasad zachowania energii i pędu oraz metryki Kerra
można znaleźć prędkość radialną mierzoną przez obserwatora (w jego układzie
odniesienia) spadającego swobodnie w płaszczyźnie równikowej wirującej czarnej
dziury:

dr
dτ

= ±
(

2M
r

)1/2(
1 +

a2

r2

)1/2
Ponieważ z zasad zachowania energii i pędu
wynika, że:

dτ =

(
1− 2M

r
+
(

2Ma

rR

)2)
dt

więc prędkość radialna spadającego
obserwatora względem obserwatora
odległego dana jest przez:

r/M

dr
/d

τ 
lu

b 
dr

/d
t

dr/dτ
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Obserwator o zerowym momencie pędu
Cząstka o masie m i zerowym momencie pędu, spadająca swobodnie na wirującą
czarną dziurę ma prędkość kątową:

L

m
= 0 = R2

dφ
dτ
− 2Ma

r

dt
dτ

⇒ ω ≡ dφ
dt

=
2Ma

rR2

Obserwatora znajdującego się na ringu poruszającym się z taką prędkością kątową
nazywamy obserwatorem o zerowym momencie pędu (ZAMO).

dφ
dt

=
dφring

dt
+

2Ma

rR2

Metryka w układzie ZAMO (tring, φring) jest
lokalnie płaska (dr = 0):

dτ2 =
(

1− 2M
r

)
dt2+

4Ma

r
dtdφ−R2dφ2

dτ2 =
r2 + a2 − 2Mr

R2
dt2 −R2dφ2ring

dτ2 = dt2ring −R2dφ2ring

gdzie: dtring =
(r2 + a2 − 2Mr)1/2

R
dt

r/M

M
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/d
t

r H
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)2 )1/
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Układ ZAMO jest lokalnie płaski. Prędkość światła wynosi 1.
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Cząstki o ujemnej energii

W pobliżu wirującej czarnej dziury cząstka o masie m może znaleźć się w stanie o
ujemnej energii gdy:

E

m
=
(

1− 2M
r

)
dt
dτ

+
2Ma

r

dφ
dτ

< 0 ⇒ R
dφ
dt

<
R(2M − r)

2Ma

Cząstka o masie m nie może poruszać się w
danym obszarze czasoprzestrzeni szybciej
niż światło. A więc ujemną energię może
mieć jedynie w obszarze ergosfery (rysunek).

Znaczenie ujemnej energii całkowitej:
I Mechanika Newtona (dowolność wyboru zera
dla energii potencjalnej).

I STW (masa spoczynkowa jest zawsze
dodatnia).

I Metryka Schwarzschilda (cząstka
spoczywająca na horyzoncie ma energię zero).
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Cząstki o ujemnej energii

Chcemy znaleźć zakres prędkości stycznych cząstki względem obserwatora na
ringu vring dla których energia cząstki mierzona w nieskończoności będzie ujemna.

Korzystając z dφ = dφring +
2Ma

rR2
dt oraz dtring =

(r2 + a2 − 2Mr)1/2

R
dt

dostajemy dla E/m = 0:

R
dφring
dtring

= − r

2Ma
(r2 + a2 − 2Mr)1/2

Zakres prędkości dla których energia jest
ujemna zależy od promienia ringu:
I na granicy statycznej nawet ruch z
prędkością światła daje energię zero,
I na horyzoncie każda wartość wstecznej
prędkości daje energię ujemną.

Mechanizm poboru energii od wirującej
czarnej dziury bazujący na ujemnej energii
cząstki nosi nazwę procesu Penrose’a.
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Całkowita energia cząstki na ringu
Nieredukowalna masa wirującej czarnej dziury (cały moment pędu odebrany w
procesie Penrose’a lub w inny sposób):

M2irr =
1
2

[
M2 +M(M2 − a2)1/2

]
lub M2 = M2irr +

J2

4M2irr

Dla ekstremalnej czarnej dziury mamy:

Mirr =
M√

2
≈ 0.71M

Energia cząstki spoczywającej na ringu:

E

m
=
(

1− 2M
r

)
dt

dtring
+

2Ma

r

dφ
dtring

=
(r2 + a2 − 2Mr)1/2

R

Z wykresu obok można odczytać wartość
energii dostępnej do emisji przez cząstkę
spadającą z dużej odległości (od stanu
spoczynku) na orbitę o danym promieniu. r/M
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Dyski akrecyjne

Dysk akrecyjny - gaz, pył i inny materiał międzygwiezdny krążący wokół
masywnego obiektu centralnego (czarna dziura, gwiazda, biały karzeł, ...)

Spadająca na centralny obiekt materia generuje ogromne ilości energii w postaci
promieniowania (kwazary).
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Event Horizon Telescope - first image of a BH

M. Przybycień (WFiIS AGH) Ogólna Teoria Względności Wykład 13 14 / 15



Mikro czarne dziury
W wysokoenergetycznych zderzeniach protonów, potencjalnie mozliwe jest
wytworzenie mikro czarnych dziur jeśli protony zbliżą się do siebie na odległość
poniżej promienia Schwarzschilda.

Przed uruchomieniem akceleratora LHC istniała obawa, że taka mikro czana
dziura może zniszczyć Ziemię.

Dotychczas nie zaobserwowano jednoznacznych sygnałów kreacji mikro czarnych
dziur na LHC. Gdyby jednak taka dziura powstała to oczekuje się, że jej czas życia
byłby ∼ 10−27 s.

Black holes in LHC - Webcams view
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http://www.cyriak.co.uk/lhc/lhc-webcams.html

