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Zwiazek Transformacji Lorentza (TL) z obrotami

Rozwzamy dwa ukfady kartezjanskie S i S/, o wspblnym poczatku i obrécone
wzgledem siebie o kat ¢:

S P(w,x) w = rcosf x=rsind
S’ P(w',z") w' =rcos (0 — o) ' =rsin (0 — ¢)

x’ rsin 6 cos ¢ — 7 cos 0 sin ¢ —sing cos¢ T

[ w’ ] _ [ 7 cos 6 cos ¢ + 7 sin 0 sin ¢ } _ [ cos¢ sin¢ } [ w ]

Operacja obrotu w uktadzie kartezjariskim zachowuje dtugosé:
7?2 =2 fw? = (22 + w?)(sin® ¢ + cos? ¢) = 22 + w? =12

Stosujac podstawienia w = ict oraz w’ = ict’ otrzymujemy transformacje Lorentza
(kat ¢ staje sie urojony):

ct' = ctcos ¢ + % sin¢g N cos¢p =1y N c"| | v =B |ct
' =xcos¢ —ictsing sin ¢ = —iyf3 O B VTG x

8/2 _ (Ctl)2 o x/2 _ ((Ct)2 o I2) (72 _ 72/62) _ (Ct)2 _ xZ _ 82
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TL jako funkcje hiperboliczne

Stosujemy podstawienie ¢ = ia:

= tgha =0

ct' = ctcosia + ¢ sinia = ct cosha — wsinh o cosha =7
x' = xcosia —ictsinia = x cosh o — ¢t sinh « sinha = 703

A wiec transformacje Lorentza mozna zapisa¢ w postaci:
c | cosha —sinha ct
2 | | —sinha cosh o T
A stad otrzymujemy:

ct’ + 2’ = (cosha —sinh a)(ct + ) = e~ *(ct + x)
ct’ — 2’ = (cosha + sinh a)(ct — ) = e¥(ct — x)

Dwie kolejne transformacje Lorentza:

ct' — ' =e* (ct —x)
ct” —x" =e*2(ct' —2') = e T2 (ct — x)
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Ogodlne transformacje Lorentza

Kazde prawo fizyczne, ktdre jest niezmiennicze wzgledem standardowych TL,
obrotéw oraz przesunieé w przestrzeni i przesunie¢ w czasie, jest réwniez
niezmiennicze wzgledem dowolnych ukfadéw inercjalnych.

Ogodlne transformacje pomiedzy dwoma inercjalnymi uktadami odniesienia skfadaja

sie z nastepujacych etapow:

1. Obrotu i przesuniecia w przestrzeni tak aby o$ x ukfadu S pokryta sie
z kierunkiem ruchu uktadu S’,

2. Przesuniacia w czasie tak aby poczatki uktadéw spetniaty t =t =0,

3. Standardowych transformacji Lorentza,

4. Obrotu w przestrzeni i przesuniecia w czasie tak aby wréci¢ do wyjsciowego
ukfadu S".

Ograniczajac wymiary przestrzenne do dwéch i zaniedbujac przesuniecia, mamy:

-,

L(B) = A2(—¢)L1(B)A1(9)

gdzie:
1 0 0 v =670 1 0 0
A= 0 cos¢ sing LiB)=|-py v O Ay =| 0 cos¢p —sing
0 —sin¢ cos ¢ 0 0 1 0 sing cos¢
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Ogodlne transformacje Lorentza

Stosujac oznaczenia, 3, = B cos ¢ oraz B, = [Fsin ¢ dostajemy:
Y _7613 _’Yﬂy
_’Yﬂy 52 ﬁxﬂy 1 + 52

Uwzgledniajac pominigta wspétrzedng z, petna transformaqg Lorentza mozna
zapisa¢ w postaci macierzowe] blokowej w postaci:

. v BT
L =
) ( 0F 1+ AT )

Transformacja wspotrzednych czasowej i przestrzennych czterowektora:

Ap _ (3 Ao ) Ay = 7(A0 — G- 4
A A A=At 25 (6 DB — 1400
Ogdlne TL dla czasu i wspotrzednych przestrzennych maja postaé:
t=(t-F 4)
O e R T

32
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Wtasnosci czterowektorow

lloczyn skalarny czterowektoréw:

— —

A-BEAoBo—AlBl —Ang—AngEAoBo—A‘B
W szczegblnosci: A2 = A- A= AgAg — A1 Ay — Ay Ay — A3A3 = A2 — |14Y|2

lloczyn skalarny czterowektoréw jest niezmienniczy wzgledem TL:
A-B=AyBy— A1B; — AyBy — A3Bs =
=7(Ab + BAY) Y(By + BBY) — (AL + BAY) (Bl + BBy) — Ay By — A3 Bs =
= Ay By(v* —2B8%) — A\ Bi(y* —*B°%) — AyBy — AyBy =
= A\B — A|B] — AyB, — AtBy = A" - B’
Kombinacja liniowa czterowektoréw jest czterowektorem:

Co = (aA+bB)o = aAg + bBy = ay(Ay + BA}) + by(B, + B)) =
= v(ady +bBy) + By(ady +bBy) = 7(Cj + BCY)
Twierdzenie: Jesli jedna ze sktadowych czterowektora jest réwna zero we
wszystkich uktadach odniesienia, to wszystkie jego sktadowe sa réwne zero we
wszystkich uktadach odniesienia.
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Charakterystyczne uktady odniesienia

Czterowektory dzielimy na czasopodobne, przestrzennopodobne i zerowe
w zaleznosci od tego czy ich dtugos¢ jest dodatnia, ujemna lub zerowa.

> uktad wtasny czterowektora czasopodobnego
Poniewaz A2 — A2 > 0 w ukfadzie S, wiec istnieje uktad S’ w ktérym sktadowe

przestrzenne s3 réwne zero:

AO = '7A6 } . Ao 2 JI
’y A67 AO

W uktadzie wtasnym czterowektora czasopodobnego A*A, = A(?, a wiec

sktadowa A{ nie jest tylko sktadowa czterowektora, ale jest niezmiennikiem.

> uktad charakterystyczny czterowektora przestrzennopodobnego

Poniewaz B2 — B2 < 0 w uktadzie S, wiec istnieje uktad " w ktérym sktadowa
czasowa jest rowna zero:

BO = ’75 . g’ BO
Z 1,2 == =
Poniewaz okreslona jest jedynie warto$¢ 0 wiec istnieje nieskoriczenie wiele takich

7
ukfadéw.
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Czterowektor predkosci

Element czasu wtasnego:

:@:%\/c%lt?—dr*? I

dr

C

Czterowektor predkosci (cztero-predkosé):

m

_ dx"  dt dx"

T dr drodt

W ukfadzie spoczynkowym czastki mamy:

A wiec:

dx*’ c
M/_ —_— —
M ar <0)

= yhy —
v-v=vtv, =

7 (

(3

2
c —v

2)202

Your future at ¢

“Your future, =N HH
atr=0 o .-
7
7
=
—
Present Present
Your world line
i
va
Your past,
atr=0 —j

Przyktad: Czastka porusza sie w S po okregu o promieniu r i Srodku w poczatku uktadu
S ze staty predkoscia v. Znajdz czterowektor predkoéci czastki w S’ poruszajacym sie

wzgledem S z predkoscia u w standardowej konfiguracji.

i <vt)
Uy = —vsin [ —
r
Uy = U COS (Ut)
v r

()
r =rcoswt =rcos|—

r

. . (vt)
y=rsinwt =rsin | —
r

A wiec: v, = (Yo YoUz, Yoy, 0) 5
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Czterowektor predkosci

W uktadzie S’ mamy: v# (¥ e,y vl vy,O)S/ gdzie

u uv u-v
7/0 = Yu ('ch - Z'VU'UJ;) = YuYvC ( C;) = ’Y/ =N, Q=1- 2

, Vg — U

Uy =
Q
’ Vy
v, =
Y Yu@
x = TCOos (—)
Réwnania orbity czastki w funkgji czasu wtasnego (7 =t/7v) : r

. (VYT
y =rsin (L)
r
Korzystajac z tych réwnan, czterowektor predkosci mozna wyznaczy¢ wprost z definicji.

Mozemy tez najpierw przejé¢ do uktadu S’ i wyznaczy¢ v;, bezposrednio w S”:
ct’ = (ct - Ew) , 2 =yl —ut), Yy =y
c

dt 1
dt’ =, (dt zdt) = v, Qdt g
Y v YuQ i~ 70
A stad:

o =W _daldt | v.—u _—_1[vcos<v_t>+u]
Cody dt dt! 1 —uvg/c2 Q r

o= W _ Ay dt Yy - [Usm(v_t)}
YUar T dt dtt T (1 —uve/c?) T Q@ r
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Relatywistyczne skfadanie tréj-predkosci

Rozwazmy czterowektory predkosci tej samej czastki w ukfadach S'i S’ w
standardowej konfiguracji (@ to predkos¢ S’ wzgledem S):

Vi = (ye, 10)s, v = (o, 'Yv’ﬁ,)S’

Wspbtrzedne tych czterowektoréw zwigzane sa TL:

- - N
U - YU Yo u-v 1
You'C = Yu ('}/vc_ ) = —_— = (’)/u <1——2>> =
c VYo c Yu®

L " -l .
'Yv’vl = YU + ('Yu - 1) o — _u’YvC u
u? c

Relatywistyczne sktadanie predkosci w ogdlnej postaci (7, v’ to predkosci czastki

w ukfadach S i 5’, @ to wzgledna predkos¢ uktadéw):

. 1 . U-U .
Ul:%Q {v+ [ 3 (%-1)—%] U}

gdzie v,y = 7,7 Q@ oraz Q =1— U_2'U
C
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Czterowektor przyspieszenia

Czterowektor przyspieszenia: .
World lin
g _dtd (A0 o
T dr dra OV T\ Tat ) T
dy _1d o, (1 P\ 1d,
Tat T 2at) T ) @at’ T
_1 4li(5 7) = 4_17'1.7
2 24 =7z
_ ( 4V CL7 4’0'2(11_),_1_726)
C C x

Czterowektory predkos$ci i przyspieszenia czastki sg ortogonalne:

1d
ig(v-v)—v-a—o

- . . (%
Dla ¥ = (v3,0,0) mamy 0 =9, =a, = a= (74%%,’74%7’72%7’72%)
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Ruch przyspieszony

Ogodlna transformacja dla 3-przyspieszenia:

1 u-a u-a (1
>/ —
e

gdzie d, d’ sa przyspieszeniami czastki w uktadach S i S’, ¥ jest predkoscia
czastki w uktadzie S, 4 jest predkoscia uktadu S’ wzgledem S oraz Q =1 — U—QU
¢
Przyktad: Transformacja do chwilowego uktadu spoczynkowego czastki (dla
uproszczenia zaktadamy, ze czastka porusza sie wzdtuz osi z, tzn. @ = (v, 0,0)):
b= Vola, Gy =Yhay, Al =70,
Przyktad: Czastka porusza sie w uktadzie laboratoryjnym (LAB) z predkoscia v po
okregu 22 + y2 =12, 2 = 0. Znajdz wektor i czterowektor przyspieszenia w chwili
gdy czastka przecina ujemna o$ y, zardwno w uktadzie LAB jak i w chwilowym

uktadzie spoczynkowym czastki (osie 2/, ¥’ s3 réwnolegte do z, y).
S:  a=(0,v2/r,0) a= (v a v @)v+ v2a)
= (0,0,9%v%/r,0)

S": a'=a=(0,0,7%0v?/r,0) (ag nie ulega zmianie przy TL)
a' = (0,v%v?/r,0)
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Dynamika relatywistyczna: ped i energia

Rozwazamy zderzenie elastyczne dwéch czastek, A i B,
poruszajacych sie w ukfadzie S z réwnymi i przeciwnie
skierowanymi predkos$ciami, przy czym sktadowe v, s3
mate, a sktadowe v, duze. Zderzenie elastyczne zmienia
jedynie zwroty predkosci w kierunku osi x:

65 = (Vg, —vy) _:4]C = (=g, —vy)
175 = (_Umvy) vf = (Umavy)

To samo zderzenie w uktadzie S’ poruszajacym sie z predkoscia @ = (0, —vy):

@ = (s B < (o) = (o)
A Yu(l —wvl )7 1—wof Yu(l=vg)" )’ Yu(l = v5)’
—v 2v v 2v
ﬁp ’ _ T ; Yy ’L_fk ’ _ T : Yy
(75) <%(1+v§,) 1+v§> o) =\ 1+ 43

Wida¢, ze w uktadzie S" mamy m ((75) + (05)) # m ((75) + (54))

Potrzebna jest nowa definicja pedu, tak aby zasada zachowania pedu réwniez
obowigzywata w dynamice relatywistycznej!
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Dynamika relatywistyczna: ped i energia

77 W

Zastosujmy w definicji pedu zamiast predkosci czastki jej predkos¢ “witasciwg”
(zdefiniowana jako skfadowa przestrzenna czterowektora predkosci), czyli p= ymv

(/)2_ 1 _ 1_1}5
AT @ T T2
1 (1+02)?

('739)2 = =7 \2 2 2 2
1_(vB) (1_Uy>(1_va:_vy)
tatwo mozna przekonac sie, ze rzeczywiscie zachodzi réwnos¢:
m (Va(03) +75(TE)) = m (Va(TX) +v5(T5))
Uwaga: Zakfadajac, ze v, < v, mamy T} =~pTp oraz vp, =v} ,/7p.

Rozwazamy teraz zderzenie nieelastyczne dwdch czastek

o masach m, poruszajacych sie z réwnymi i przeciwnie \
skierowanymi predkosciami u. W wyniku zderzenia powstaje .
(w spoczynku) czastka o masie M. .
W ukfadzie zwigzanym z jedna z czastek m mamy: ,'”—v*:”"z .
2u 14 u? Y
VST T T 1T o
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Dynamika relatywistyczna: ped i energia

Korzystajac z zasady zachowania pedu dostajemy:
2m
V1—u?

Sprawdzamy czy wielkoé¢ E = ymc? jest zachowana w tym zderzeniu.

Yomv +0=y,Mu = M=

W uktadzie w ktérym obie czastki sie poruszaja:

2m 1
Mc* =2(yyme?) & —:2<—>m
™ Cume) = A= =N\ e
W uktadzie w ktérym prawa czastka spoczywa:
1+ u? 1 2m
2 2 2
v = uM @ =
Yome” +qome” = YulMe <l—u2>m+m V1—u? (\/l—u2>

Uwaga: Powyzsze rozwazania pokazujg jedynie, ze wielkoéci ymv i ymc? sa
zachowane w tych konkretnych procesach (zderzeniach czastek).

Na pytanie czy rzeczywiscie s3 zachowane moze odpowiedzie¢ tylko eksperyment
(akceleratory czastek, obserwacje kosmologiczne, ...).

Nazwy ped i energia stosujemy przez analogie do dynamiki Newtona.
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Dynamika relatywistyczna

Przyblizenie nierelatywistyczne:

mc? 102 3o* 1
E = 2o = 1 S ) =m 4 =+
ymc 1_02/02 ( +2 2+804+ ) mc —|—2mv +

Bardzo wazny zwiazek energii i pedu:

2
— |p1%c® = ¥*m2ct — *mPvi? = yPmPe (1—“—2> =m?ct
c
Dla fotonu (m = 0) mamy: E = pc

Uwaga: Kazda bezmasowa czastka musi sie poruszaé z predkoscia $wiatta (musi
by¢ v — oo, aby energia E > 0).

)=y
le <y

Znajac ped i energie czastki znajdujemy jej predkosé:

lle wynosi mc?:

m=1kg = mc?=(lkg)(3-10%m/s) ~ 1017J }

17 191010 — =.1(6
6000KWh /rok & 2 - 101OW - s/rok — 2+ 1010 jrok [ — 10 /21077 =5-107 lat

Anihilacja to najbardziej wydajny proces zamiany masy na energie.
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Transformacje Lorentza energii i pedu

Niech czastka w ukfadzie S’ ma predkos$é v/, energie E’ oraz ped p’. Uktad S’
porusza sie w standardowej konfiguracji wzgledem uktadu S z predkoécia v.

S":  E'=~um oraz p' = y,mu

u 4+

S E = wImn = = w = u/’ul /
¥ oo Yu = Yur Yo (1 4 1'v)

u =

= Yu Yo (1 +w'v)m

= yumu = (1+u'v)m il (v +v)m
P="u = Yu' Yo 1+ uv = Yu' Yo

A wiec transformacje energii i pedu dla pojedynczej czastki majg postac:
E = y(E' +vp)
pr = Yy +VE')  py=p, p.=0D.

E
Czterowektor energii-pedu:  p, = mv, = (yme,ymv) = (—,ﬁ)
c

Ogdlne TL dla energii i pedu (S i .S’ poruszaja sie w standardowej konfiguracji ze
wzgledna predkoscia @):
E = y(E—1d-p)
. E
pr=p4d | —5 (— 1) —m—}
U c
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Masa niezmiennicza (inwariantna)

Ze wzgledu na liniowos¢ TL sa one stuszne réwniez dla uktadu czastek:

ZE = 7<ZE/+UZPI>
dop= 7(Zp’+vZE'>

o A nawet dla dowolnej kombinacji liniowej energii i peddw.

o W szczegdlnosci widaé, ze jesli zasada zachowania energii (ZZE) i pedu (ZZP)
jest spetniona w jednym uktadzie inercjalnym, to jest tez spetniona w kazdym
innym uktadzie inercjalnym.

o ZZP implikuje ZZE i na odwrét.
o Korzystajac z czteropedu ZZEiP zapisujemy: Ppocz = Dkon

Masa niezmiennicza:

E2_p2 72(E,+’Up,)2_')/2(p/+'UE/)2:
1
— 1_v2 (E/Q(l_,v2)_p/2(1_v2)):El2_p/2

7 s . ) 2 2 2
W szczegélnodci mamy:  Ei, — o = Ecwm
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