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Związek Transformacji Lorentza (TL) z obrotami

Rozwżamy dwa układy kartezjańskie S i S′, o wspólnym początku i obrócone
względem siebie o kat φ:

S : P (w, x) w = r cos θ x = r sin θ
S′ : P (w′, x′) w′ = r cos (θ − φ) x′ = r sin (θ − φ)[

w′

x′

]
=
[
r cos θ cosφ+ r sin θ sinφ
r sin θ cosφ− r cos θ sinφ

]
=
[
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

] [
w
x

]
Operacja obrotu w układzie kartezjańskim zachowuje długość:

r′2 = x′2 + w′2 = (x2 + w2)(sin2 φ+ cos2 φ) = x2 + w2 = r2

Stosując podstawienia w = ict oraz w′ = ict′ otrzymujemy transformacje Lorentza
(kąt φ staje się urojony):

ct′ = ct cosφ+ x
i sinφ

x′ = x cosφ− ict sinφ

}
⇒ cosφ = γ
sinφ = −iγβ ⇒

[
ct′

x′

]
=
[

γ −γβ
−γβ γ

] [
ct
x

]
s′2 = (ct′)2 − x′2 =

(
(ct)2 − x2

) (
γ2 − γ2β2

)
= (ct)2 − x2 = s2
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TL jako funkcje hiperboliczne

Stosujemy podstawienie φ = iα:

ct′ = ct cos iα+ x
i sin iα = ct coshα− x sinhα

x′ = x cos iα− ict sin iα = x coshα− ct sinhα

}
⇒ coshα = γ
sinhα = γβ

⇒ tghα = β

A więc transformacje Lorentza można zapisać w postaci:[
ct′

x′

]
=
[
coshα − sinhα
− sinhα coshα

] [
ct
x

]
A stąd otrzymujemy:{

ct′ + x′ = (coshα− sinhα)(ct+ x) = e−α(ct+ x)
ct′ − x′ = (coshα+ sinhα)(ct− x) = eα(ct− x)

Dwie kolejne transformacje Lorentza:

ct′ − x′ = eα1(ct− x)
ct′′ − x′′ = eα2(ct′ − x′) = eα1+α2(ct− x)
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Ogólne transformacje Lorentza
Każde prawo fizyczne, które jest niezmiennicze względem standardowych TL,
obrotów oraz przesunięć w przestrzeni i przesunięć w czasie, jest również
niezmiennicze względem dowolnych układów inercjalnych.

Ogólne transformacje pomiędzy dwoma inercjalnymi układami odniesienia składają
się z nastepujących etapów:

1. Obrotu i przesunięcia w przestrzeni tak aby oś x układu S pokryła się
z kierunkiem ruchu układu S′,

2. Przesuniącia w czasie tak aby początki układów spełniały t = t′ = 0,
3. Standardowych transformacji Lorentza,
4. Obrotu w przestrzeni i przesunięcia w czasie tak aby wrócić do wyjściowego

układu S′.

Ograniczając wymiary przestrzenne do dwóch i zaniedbując przesunięcia, mamy:

L(~β) = A2(−φ)L1(β)A1(φ)
gdzie:

A1 =

 1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 L1(β) =

 γ −βγ 0
−βγ γ 0
0 0 1

 A2 =

 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ


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Ogólne transformacje Lorentza
Stosując oznaczenia, βx = β cosφ oraz βy = β sinφ dostajemy:

L(βi) =


γ −γβx −γβy
−γβx 1 + γ−1

β2 β
2
x

γ−1
β2 βxβy

−γβy γ−1
β2 βxβy 1 + γ−1

β2 β
2
y


Uwzględniając pominiętą współrzędną z, pełną transformację Lorentza można
zapisać w postaci macierzowej blokowej w postaci:

L(~β) =

(
γ −γ~β T

−γ~β I + γ−1
β2

~β~β T

)
Transformacja współrzędnych czasowej i przestrzennych czterowektora:(

A′0
~A′

)
= L(~β)

(
A0
~A

)
⇒

{
A′0 = γ(A0 − ~β · ~A)
~A′ = ~A+ γ−1

β2 (
~β · ~A)~β − γA0~β

Ogólne TL dla czasu i współrzędnych przestrzennych mają postać:

t′ = γ(t− ~β · ~r)

~r ′ = ~r +
γ − 1
β2
(~β · ~r)~β − γt~β
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Własności czterowektorów
Iloczyn skalarny czterowektorów:

A ·B ≡ A0B0 −A1B1 −A2B2 −A3B3 ≡ A0B0 − ~A · ~B

W szczególności: A2 ≡ A ·A ≡ A0A0 −A1A1 −A2A2 −A3A3 ≡ A20 − | ~A|2

Iloczyn skalarny czterowektorów jest niezmienniczy wzgledem TL:

A ·B = A0B0 −A1B1 −A2B2 −A3B3 =
= γ(A′0 + βA

′
1) γ(B

′
0 + βB

′
1)− γ(A′1 + βA′0) γ(B′1 + βB′0)−A′2B′2 −A′3B′3 =

= A′0B
′
0(γ
2 − γ2β2)−A′1B′1(γ2 − γ2β2)−A′2B′2 −A′3B′3 =

= A′0B
′
0 −A′1B′1 −A′2B′2 −A′3B′3 = A′ ·B′

Kombinacja liniowa czterowektorów jest czterowektorem:

C0 ≡ (aA+ bB)0 = aA0 + bB0 = aγ(A′0 + βA′1) + bγ(B′0 + βB′1) =
= γ(aA′0 + bB

′
0) + βγ(aA

′
1 + bB

′
1) ≡ γ(C ′0 + βC ′1)

C1 ≡ (aA+ bB)1 = ... = γ(C ′1 + βC ′0)

Twierdzenie: Jeśli jedna ze składowych czterowektora jest równa zero we
wszystkich układach odniesienia, to wszystkie jego składowe sa równe zero we
wszystkich układach odniesienia.
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Charakterystyczne układy odniesienia
Czterowektory dzielimy na czasopodobne, przestrzennopodobne i zerowe
w zależności od tego czy ich długość jest dodatnia, ujemna lub zerowa.
I układ własny czterowektora czasopodobnego

Ponieważ A20 − ~A 2 > 0 w układzie S, więc istnieje układ S′ w którym składowe
przestrzenne są równe zero:

A0 = γA′0
~A = γ~βA′0

}
⇒ γ =

A0
A′0

, ~β =
~A

A0

W układzie własnym czterowektora czasopodobnego AµAµ = A′ 20 , a więc
składowa A′0 nie jest tylko składową czterowektora, ale jest niezmiennikiem.
I układ charakterystyczny czterowektora przestrzennopodobnego

Ponieważ B20 − ~B2 < 0 w układzie S, więc istnieje układ S′ w którym składowa
czasowa jest równa zero:

B0 = γ~β · ~B′
~B = ~B′ + γ−1

β2 (
~β · ~B′)~β

}
⇒ β =

B0
B‖

Ponieważ określona jest jedynie wartość β więc istnieje nieskończenie wiele takich
układów.
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Czterowektor prędkości
Element czasu własnego:

dτ =
ds

c
=
1
c

√
c2dt2 − d~r 2 ⇒ dτ =

dt

γ

Czterowektor prędkości (cztero-prędkość):

vµ ≡ dxµ

dτ
=
dt

dτ

dxµ

dt
= γ

(
c
~v

)
W układzie spoczynkowym cząstki mamy:

vµ ′ =
dxµ ′

dτ
=

(
c
~0

)
A więc: v · v ≡ vµvµ = γ2(c2 − v2) = c2

Przykład: Cząstka porusza się w S po okręgu o promieniu r i środku w początku układu
S ze stałą prędkością v. Znajdź czterowektor prędkości cząstki w S′ poruszającym się
względem S z prędkością u w standardowej konfiguracji.

x = r cosωt = r cos
(
vt

r

)
y = r sinωt = r sin

(
vt

r

)
 ⇒

 vx = −v sin
(
vt

r

)
vy = v cos

(
vt

r

)
A więc: vµ = (γvc, γvvx, γvvy, 0)S
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Czterowektor prędkości
W układzie S′ mamy: v′µ = (γ

′c, γ′v′x, γ
′v′y, 0)S′ gdzie

γ′c = γu
(
γvc−

u

c
γvvx

)
= γuγvc

(
1− uvx

c2

)
⇒ γ′ = γuγvQ, Q ≡ 1− ~u · ~v

c2

v′x =
vx − u
Q

v′y =
vy
γuQ

Równania orbity cząstki w funkcji czasu własnego (τ = t/γ) :

 x = r cos
(
vγτ

r

)
y = r sin

(
vγτ

r

)
Korzystając z tych równań, czterowektor prędkości można wyznaczyć wprost z definicji.

Możemy też najpierw przejść do układu S′ i wyznaczyć v′µ bezpośrednio w S′:

ct′ = γu
(
ct− u

c
x
)
, x′ = γu(x− ut), y′ = y

dt′ = γu
(
dt− u

c2
vxdt

)
= γuQdt ⇒ dt

dt′
=
1

γuQ

A stąd:
v′x =

dx′

dt′
=
dx′

dt

dt

dt′
=

vx − u
1− uvx/c2

=
−1
Q

[
v cos

(
vt

r

)
+ u
]

v′y =
dy′

dt′
=
dy′

dt

dt

dt′
=

vy
γu(1− uvx/c2)

=
1

γuQ

[
v sin

(
vt

r

)]
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Relatywistyczne składanie trój-prędkości

Rozważmy czterowektory prędkości tej samej cząstki w układach S i S′ w
standardowej konfiguracji (~u to prędkość S′ względem S):

vµ = (γvc, γv~v )S , vµ ′ = (γv′c, γv′~v ′)S′

Współrzędne tych czterowektorów związane są TL:

γv′c = γu

(
γvc−

~u · γv~v
c

)
⇒ γv

γv′
=
(
γu

(
1− ~u · ~v

c2

))−1
≡ 1
γuQ

γv′~v
′ = γv~v +

[
(γu − 1)

~u · γv~v
u2

− γu
c
γvc

]
~u

Relatywistyczne składanie prędkości w ogólnej postaci (~v,~v ′ to prędkości cząstki
w układach S i S′, ~u to względna prędkość układów):

~v ′ =
1

γuQ

{
~v +

[
~u · ~v
u2
(γu − 1)− γu

]
~u

}

gdzie γv′ = γuγvQ oraz Q = 1− ~u · ~v
c2
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Czterowektor przyspieszenia

Czterowektor przyspieszenia:

aµ =
dvµ

dτ
=
dt

dτ

d

dt
(γc, γ~v) = γ

(
c
dγ

dt
,
d(γ~v)
dt

)
=

γ
dγ

dt
=
1
2
d

dt
γ2 =

1
2

(
1− v2

c2

)−2
1
c2

d

dt
v2 =

=
1
2
γ4
1
c2

d

dt
(~v · ~v) = γ4~v · ~̇v

c2

=

(
γ4
~v · ~a
c
, γ4

~v · ~a
c2

~v + γ2~a

)

Czterowektory prędkości i przyspieszenia cząstki są ortogonalne:

1
2
d

dτ
(v · v) = v · a = 0

Dla ~v = (vx, 0, 0) mamy v̇ = v̇x = ax ⇒ a =
(
γ4
vxax
c

, γ4ax, γ
2ay, γ

2az

)
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Ruch przyspieszony
Ogólna transformacja dla 3-przyspieszenia:

~a ′ =
1

γ2uQ
3

[
Q~a+

~u · ~a
c2

~v +
~u · ~a
u2

(
1
γu
− 1
)
~u

]
gdzie ~a, ~a ′ są przyspieszeniami cząstki w układach S i S′, ~v jest prędkością

cząstki w układzie S, ~u jest prędkością układu S′ względem S oraz Q ≡ 1− ~u · ~v
c2

.

Przykład: Transformacja do chwilowego układu spoczynkowego cząstki (dla
uproszczenia zakładamy, że cząstka porusza się wzdłuż osi x, tzn. ~u = (vx, 0, 0)):

a′x = γ
3
vax, a′y = γ

2
vay, a′z = γ

2
vaz

Przykład: Cząstka porusza się w układzie laboratoryjnym (LAB) z prędkoscią v po
okręgu x2 + y2 = r2, z = 0. Znajdź wektor i czterowektor przyspieszenia w chwili
gdy cząstka przecina ujemną oś y, zarówno w układzie LAB jak i w chwilowym
układzie spoczynkowym cząstki (osie x′, y′ są równoległe do x, y).

S : ~a = (0, v2/r, 0) a = (γ4~v · ~a, γ4(~v · ~a)~v + γ2~a)
= (0, 0, γ2v2/r, 0)

S′ : a′ = a = (0, 0, γ2v2/r, 0) (a2 nie ulega zmianie przy TL)
~a ′ = (0, γ2v2/r, 0)
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Dynamika relatywistyczna: pęd i energia

Rozważamy zderzenie elastyczne dwóch cząstek, A i B,
poruszających się w układzie S z równymi i przeciwnie
skierowanymi prędkościami, przy czym składowe vx są
małe, a składowe vy duże. Zderzenie elastyczne zmienia
jedynie zwroty prędkości w kierunku osi x:

~v pA = (vx,−vy) ~v kA = (−vx,−vy)
~v pB = (−vx, vy) ~v kB = (vx, vy)

A

B

x

y

A

B

θ

θ

p

v

p'

A

B

x

y

A

B

Figure 11.2

θ

θ

p

v

p'

To samo zderzenie w układzie S′ poruszającym się z prędkością ~u = (0,−vy):

(~v pA)
′ =

(
vpA,x

γu(1− uvpA,y)
,
vpA,y − u
1− uvpA,y

)
=

(
vx

γu(1− v2y)
, 0

)
, (~v kA)

′ =

(
−vx

γu(1− v2y)
, 0

)
(~v pB)

′ =

(
−vx

γu(1 + v2y)
,
2vy
1 + v2y

)
(~v kB)

′ =

(
vx

γu(1 + v2y)
,
2vy
1 + v2y

)
Widać, że w układzie S′ mamy m ((~v pA)

′ + (~v pB)
′) 6= m

(
(~v kA)

′ + (~v kB)
′)

Potrzebna jest nowa definicja pędu, tak aby zasada zachowania pędu również
obowiązywała w dynamice relatywistycznej!
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Dynamika relatywistyczna: pęd i energia
Zastosujmy w definicji pędu zamiast prędkości cząstki jej prędkość “właściwą”
(zdefiniowaną jako składowa przestrzenna czterowektora prędkości), czyli ~p = γm~v

(γ′A)
2 =

1
1− (~v ′A)2

=
1− v2y
1− v2x − v2y

(γ′B)
2 =

1
1− (~v ′B)2

=
(1 + v2y)

2

(1− v2y)(1− v2x − v2y)

Łatwo można przekonać się, że rzeczywiście zachodzi równość:

m (γ′A(~v
p
A)
′ + γ′B(~v

p
B)
′) = m

(
γ′A(~v

k
A)
′ + γ′B(~v

k
B)
′)

Uwaga: Zakładając, że vx � vy mamy T ′A = γ
′
BT
′
B oraz v′B,x = v

′
A,x/γ

′
B .

Rozważamy teraz zderzenie nieelastyczne dwóch cząstek
o masach m, poruszających się z równymi i przeciwnie
skierowanymi prędkościami u. W wyniku zderzenia powstaje
(w spoczynku) cząstka o masie M .
W układzie związanym z jedną z cząstek m mamy:

v =
2u
1 + u2

⇒ γv =
1 + u2

1− u2

m

M

m

u u

m m

M

v

u

u

u
=
2

1 2

____
+

m

M

m

u u

m m

M

v

u

u

u
=
2

1 2

____
+
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Dynamika relatywistyczna: pęd i energia
Korzystając z zasady zachowania pędu dostajemy:

γvmv + 0 = γuMu ⇒ M =
2m√
1− u2

Sprawdzamy czy wielkość E = γmc2 jest zachowana w tym zderzeniu.

W układzie w którym obie cząstki się poruszają:

γ0Mc2 = 2(γumc2) ⇔
2m√
1− u2

= 2
(

1√
1− u2

)
m

W układzie w którym prawa cząstka spoczywa:

γvmc
2 + γ0mc2 = γuMc2 ⇔

(
1 + u2

1− u2

)
m+m =

1√
1− u2

(
2m√
1− u2

)
Uwaga: Powyższe rozważania pokazują jedynie, że wielkości γmv i γmc2 są
zachowane w tych konkretnych procesach (zderzeniach cząstek).
Na pytanie czy rzeczywiscie są zachowane może odpowiedzieć tylko eksperyment
(akceleratory cząstek, obserwacje kosmologiczne, ...).
Nazwy pęd i energia stosujemy przez analogie do dynamiki Newtona.
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Dynamika relatywistyczna
Przybliżenie nierelatywistyczne:

E ≡ γmc2 = mc2√
1− v2/c2

= mc2
(
1 +
1
2
v2

c2
+
3
8
v4

c4
+ ...

)
= mc2 +

1
2
mv2 + ...

Bardzo ważny związek energii i pędu:

E2 − |~p|2c2 = γ2m2c4 − γ2m2v2c2 = γ2m2c4
(
1− v2

c2

)
= m2c4

Dla fotonu (m = 0) mamy: E = pc

Uwaga: Każda bezmasowa cząstka musi się poruszać z prędkością światła (musi
być γ →∞, aby energia E > 0).

Znając pęd i energię cząstki znajdujemy jej prędkość:
~p

E
=

~v

c2

Ile wynosi mc2:

m = 1kg ⇒ mc2 = (1kg)(3 · 108m/s) ≈ 1017J
6000kWh/rok ≈ 2 · 1010W · s/rok = 2 · 1010J/rok

}
⇒ 1017/2·1010 = 5·106 lat

Anihilacja to najbardziej wydajny proces zamiany masy na energię.
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Transformacje Lorentza energii i pędu
Niech cząstka w układzie S′ ma prędkość u′, energię E′ oraz pęd p′. Układ S′

porusza się w standardowej konfiguracji względem układu S z prędkością v.

S′ : E′ = γu′m oraz p′ = γu′mu′

S : E = γum = u =
u′ + v
1 + u′v

⇒ γu = γu′γv(1 + u′v) = γu′γv(1 + u
′v)m

p = γumu = γu′γv(1 + u′v)m
(
u′ + v
1 + u′v

)
= γu′γv(u′ + v)m

A więc transformacje energii i pędu dla pojedynczej cząstki mają postać:

E = γ(E′ + vp′)

px = γ(p′x + vE
′) py = p′y pz = p′z

Czterowektor energii-pędu: pµ = mvµ = (γmc, γm~v) =
(
E

c
, ~p

)
Ogólne TL dla energii i pędu (S i S′ poruszają się w standardowej konfiguracji ze
wzgledną prędkością ~u):

E′ = γu(E − ~u · ~p)

~p ′ = ~p+ ~u
[
~u · ~p
u2
(γu − 1)− γu

E

c

]
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Masa niezmiennicza (inwariantna)
Ze względu na liniowość TL są one słuszne również dla układu cząstek:∑

E = γ
(∑

E′ + v
∑

p′
)

∑
p = γ

(∑
p′ + v

∑
E′
)

A nawet dla dowolnej kombinacji liniowej energii i pędów.

W szczególności widać, że jeśli zasada zachowania energii (ZZE) i pędu (ZZP)
jest spełniona w jednym układzie inercjalnym, to jest też spełniona w każdym
innym układzie inercjalnym.

ZZP implikuje ZZE i na odwrót.

Korzystając z czteropędu ZZEiP zapisujemy: ppocz = pkon

Masa niezmiennicza:

E2 − p2 = γ2(E′ + vp′)2 − γ2(p′ + vE′)2 =

=
1
1− v2

(
E′ 2(1− v2)− p′ 2(1− v2)

)
= E′ 2 − p′ 2

W szczególności mamy: E2tot − p2tot = E2CM
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