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Réwnania pola Einsteina

Réwnania pola Einsteina maja postacd:

1 1 81G
R, — égw,R =—kTw & Ru=-—kTuw-— §Tg,w), K= T=T}
gdzie R,, =R, , oraz R=g" R, to odpowiednio tensor i skalar Ricci'ego.

RF ., to tensor krzywizny - w przestrzeni 4D posiada 20 niezaleznych sktadowych.

T, = putu” to tensor energii-pedu, ktérego sktadowe w lokalnym kartezjafiskim

inercjalnym uktadzie w punkcie P maj3 nastepujaca interpretacje (u* = v, (c, @)):

0 T = pudu® = ~,pc? - gestoéé energii czastek,

o T = pulul = y,pcu’ - strumien energii (x ¢c!) w kierunku i-tym,

o T =T0 _ gestoé¢ pedu (x c) w kierunku i-tym,

o TV = pulu/ =~2puiu’ - tempo przeptywu i-tej sktadowej pedu na jednostke
powierzchni w kierunku j-tym.

Przyktad: Tensor energii-pedu dla idealnego 5
ptynu (brak sit pomiedzy czastkami, brak

przewodnictwa ciepfa, brak lepkosci) ma posta¢  TH" =
(p tutaj oznacza izotropowe ci$nienie):
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Geometria Schwarzschilda

@ Réwnania pola Einsteina w 4D to uktad 10 nieliniowych réwnan rézniczkowych,
ktérych rozwigzaniem jest metryka g#”. W ogdlnym przypadku réwnan pola
Einsteina nie da sie rozwigza¢ metodami analitycznymi.

o Pierwsze dokfadne rozwigzanie r. E. zostato znalezione przez K. Schwarzschilda
(1873-1916) w 1916 roku (miesiac po opublikowaniu OTW).

o Rozwigzanie Schwarzschilda okresla geometrie statycznej czasoprzestrzeni
(metryka nie zalezy od czasu, a element dtugoéci ds? jest niezmienniczy ze
wzgledu na transformacje t — —t) na zewnatrz sferycznie symetrycznego
rozktadu materii.

o Metryka Schwarzschilda:

-1
ds® = ¢? (1 — 2GM> dt? < 2GM> dr? — r2d6? — r?sin? 0 do?
cr

Ar
t - 'odlegty czas' - czas mierzony na zegarze znajdujacym sie daleko od centrum
przyciagania grawitacyjnego.
r = (obwdd sfery wspétsrodkowej z masa M) /2w - ‘zredukowany obwéd’
0, ¢ - katy polarny i azymutalny mierzone na sferze wspétérodkowej z masa M.
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Metryka Schwarzschilda - dyskusja

Uwaga: W dalszej dyskusji zaktadamy, ze ¢ = 1, a masa jest mierzona w metrach.

Jesli nie zostanie stwierdzone inaczej, to ograniczamy réwniez nasze rozwazania
do ptaszczyzny réwnikowej (6 = 5, df = 0).

Whasnosci metryki Schwarzschilda:

o Osobliwos¢ w r = 0 - to jest rzeczywista osobliwo$¢, ktdrej nie mozna usunac
poprzez transformacje wspotrzednych.

o Horyzont zdarzen (promien Schwarzschilda) - pozorna osobliwos¢ w R = 2M.

o (1 —2M/r) - krzywizna (dla obiektu sferycznie symetrycznego i nie
obracajacego sie zalezy jedynie od r, a nie zalezy od ¢)

o dla r — oo krzywizna (1 — 2M/r) — 1 (ptaska czasoprzestrzeri)

o dla M — 0 krzywizna (1 — 2M/r) — 1 (ptaska czasoprzestrzen)

o dla r > 2M mamy:
o odlegto$¢ mierzona w kierunku radialnym pomiedzy
wspotérodkowymi sferami jest wigksza niz odlegtosé
wynikajaca z pomiaru wspétrzednej 7:

—1/2
do = d’l“she" = (1 — ﬁ) dr
r oM 1/2
o grawitacyjne przesuniecie ku czerwieni: dt = dtser = (1 — T) dt
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Rozciagniecie radialne przestrzeni i przesuniecie ku czerwieni

Przyktad: Znajdz odlegtoé¢ pomiedzy wspdtérodkowymi sferami o wspdtrzednych
r wynoszacych odpowiednio 1 = 4km i ro = 5km, dla czarnej dziury o masie
Storica (M = 1.477 km).

2 rdr
ATy = / Argen = A7 e = \/_ §7~ = 52 §

/7‘2 dT /1‘2
T1 1 ll_g_ 1 \/’)"—QM_

vz 924,

B /m ooy = 2V - 2M - 2M e+ V/E oM |

= 1.723 km

NG
Vool

Przyktad: Co sie dzieje kiedy $wiatto wystane ze sfery o promieniu vy = 4M jest
absorbowane na sferze o promieniu 7, = 8M7? O jaki czynnik zmienia sie okres fali
elektromagnetycznej pomiedzy emisja i absorpcja?

dishell, 1 _ g — dtshell, 2 dishell, 2 1= ~0.866

- = —_— = = =
/1 — 2M /1 _ 2M dtshell, 1 1 2M 0.707
T1 T2 T1

Odpowiada to przesunieciu $wiatta z6ttego do gteboko czerwonego krarica widma.
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Czarna dziura w mechanice Newtona

Obiekt o masie my4, znajdujacy sie poczatkowo w duzej odlegtosci od czarnej
dziury o masie My, i bedacy wzgledem niej w spoczynku, jest przez nig
przyciagany grawitacyjnie. Zgodnie z teorig Newtona mamy:

1 M 112G M,
OZEzimkg’UQ—GkgTTnkg = U= Tkg

v \/ZGng \/ZM
/B = - = T = —_—
Cc cer r

Wynik ten jest stuszny takze w OTW, ale dla obserwatora znajdujacego sie na
sferze wspdtsrodkowej z masa M.

Minimalny promien sfery z ktérej wystany obiekt moze sie oddali¢ w nieskonczonos¢:
Thoryzont = 2M

Wynik ten stuszny jest takze w OTW gdy r jest ‘zredukowanym obwodem’.

Interpretacja fizyczna rézna w teorii Newtona i Einsteina!

OTW - $wiatto wystane radialnie na zewnatrz z horyzontu zdarzen nigdy nie
opusci horyzontu.
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Metryka Schwarzschilda - dyskusja

o Metryka Schwarzschilda (MS) stosuje sie do obszaru na zewnatrz masywnego
obiektu (Ziemia, Stofice, biaty karzet, gwiazda neutronowa).

o Czarna dziura nie ma powierzchni — MS opisuje cata przestrzen, az do r = 0.

o Osobliwosé dla r = 2M nie jest ‘rzeczywista’ (zalezy od wspétrzednych) —
przekraczajac horyzont nic nadzwyczajnego sie nie dzieje.

o Osobliwoé¢ dla r = 0 jest ‘rzeczywista’, tzn. wszystko co dociera do centrum
czarnej dziury jest zgniecione do zerowej objetosci (punktu).

o Natura osobliwosci nie jest znana — mechanika kwantowa nie dopuszcza istnienia
czegokolwiek w punkcie, ale nie istnieje jeszcze kwantowa teoria grawitacji.

o W osobliwosci zatamuja sie wszystkie prawa fizyki — na szczescie wszystkie
‘rzeczywiste' osobliwosci wydaja sie by¢ ‘ubrane’ (kosmiczny cenzor) — tzn.
istnieje powierzchnia r = 2M ktéra mozna przekroczy¢ tylko w jedna strone...
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Czasoprzestrzen: ptaska czy zakrzywiona?

Przyktad: W jakiej odlegtosci od masy M czasoprzestrzen staje sie (praktycznie)
ptaska?

Stoice: Mg =1500m, R =7-10m, d=1.5-10"m

2M,, 6 2M¢ 9

1-=2=1-10"° = r=7-5=310"m~4R,
2M 2M

S0 1108 = =92 _-3.10"ma2d
r 10—8

Uwzglednienie krzywizny czasoprzestrzeni konieczne jest przy opisie orbit planet.
Czarna dziura: M = 10°My, 11y =9.46-10" m
2M 2M

1—-="—=1-10"°¢ =" ~0.321
- 0 = 7 10-6 0.32 ly
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Trzy ukfady wspotrzednych

Uktad poruszajacy sie (spadajacy) swobodnie:

© najprostszy opis zdarzer (mozna stosowaé STW),
o lokalno$¢ uktadu - sity ptywowe,
o jedyny ukfad w okolicach czarnej dziury, w ktérym moze przetrwac cztowiek.

Uktad powtoki sferycznej (wokdt centrum przyciggania grawitacyjnego):

@ np. powierzchnia Ziemi - brak mozliwosci naturalnego ruchu - odczuwamy site
grawitacji,
o lokalnie stosujemy STW z metryka:

(d7)? = (dtshen)® — (drsnen)® — (r do)*
o taki uktad moze istnie¢ tylko na zewnatrz horyzontu zdarzen.
Wspbtrzedne Schwarzschilda opisuja cata czasoprzestrzen wokét czarnej dziury:

o obserwatorzy na sferach przekazuja informacje o wspdtrzednych,
@ zaden obserwator nie znajduje sie w uktadzie Schwarzschilda.
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