Zestaw 7 / Szczegdblna i Ogdlna Teoria Wzglednosci

1. ZnajdZz maksymalna warto$é¢ predkosci czastki (mierzona przez odleglego obserwatora), ktéra porusza
sie radialnie w kierunku czarnej dziury o masie M, wiedzac, ze poczatkowa predkosci czastki w bardzo
duzej odlegtosci od czarnej dziury wynosita vg i byta skierowana radialnie do srodka. Dla jakiej wartosci
promienia r czastka osiaga ta predko$é?

2. Typowa gwiazda neutronowa ma mase w przyblizeniu rowng M = 1.4M i promien w przyblizeniu
rowny r = 10 km. Czastka, znajdujaca sie poczatkowo w spoczynku w duzej odleglosci, spada na
niewirujaca gwiazde neutronowa o powyzszych parametrach.

(a) Ile wynosi przyspieszenie grawitacyjne (przewidywane przez mechanike Newtona) na powierzchni
tej gwiazdy?

(b) Z jaka predkoscia, mierzona przez obserwatora znajdujacego sie na powierzchni gwiazdy, czastka
uderzy w jej powierzchnie?

(c) Ile wynosi ta predkosé z punktu widzenia odleglego obserwatora?

(d) Jaka energie kinetyczna na jednostke masy (mierzona przez obserwatora znajdujacego sie na po-
wierzchni) ma czastka w momencie uderzenia w powierzchnie gwiazdy?

(e) Ile wynosi predkosé i energia kinetyczna na jednostke masy czastki w momencie uderzenia w po-
wierzchnie gwiazdy, zgodnie z mechanika Newtona?

3. Zaawansowana cywilizacja moze wykorzystywa¢ czarne dziury jako zrédlo energii. W przypadku nie-
wirujacej czarnej dziury, mozliwa jest zamiana masy w energie w nastepujacy sposob.

Obiekt o masie m znajdujacy sie w spoczynku w duzej odleglosci od czarnej dziury ma energie
E/m = 1. Z kolei masa m znajdujaca siena powloce sferycznej o zredukowanym promieniu rg, ma
mniejsza energie dana przez E/m = (1 — 2M/7"0)1/2. Dla rg — 2M, energia ta dazy do zera. Zbadamy
czy jest mozliwe ‘zrzucenie’ masy m w kierunku czarnej dziury i zatrzymanie jej tuz nad horyzontem,
tak aby zamieni¢ jej mase na uzyteczna forme energii.

(a) Zalézmy, ze na sferze o promieniu ry zostala zainstalowana maszyna, ktéra zatrzymuje spadajaca
mase m i zamienia jej lokalng energie kinetyczna na $wiatto. Jaka ilos¢ energii kinetycznej jest dostepna
do zamiany na swiatto?

(b) Nastepnie maszyna wysyla uzyskane $wiatlo radialnie na zewnatrz. Jaka jest energia tego Swiatla,
kiedy dociera ono do miejsca skad zostala ‘zrzucona’ masa m?

(c) Pokaz, ze w granicznym przypadku gdy maszyna znajduje siena horyzoncie, dokladnie cala energia
spoczynkowa masy m dociera w postaci $wiatta do miejsca skad masa m zostala ‘zrzucona’.

(d) Nastepnie masa zatrzymana przez maszyne zostaje puszczona swobodnie do czarnej dziury. Uza-
sadnij, ze w granicznym przypadku, kiedy maszyna znajduje sie¢ doktadnie na horyzoncie, masa czarnej
dziury nie wzrasta w wyniku, calej procedury opisanej powyzej.

4. Zegar o masie m znajdujacy sie w poblizu czarnej dziury o masie M jest przymocowany do powtoki
sferycznej o zredukowanym promieniu rg. Nastepnie zegar zostaje zwolniony i wpada radialnie do czar-
nej dziury.

(a) Pokaz, ze predkosci zegara kiedy mija on powloki sferyczne o mniejszych promieniach r, mie-
rzone przez odleglego obserwatora dr/dt oraz przez obserwatoréw zwiazanych z powlokami sferycznymi
drshenr /dtsheyy dane saprzez:
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(b) Robot pracujacy na sferze o promieniu zredukowanym r = 40 km wokét czarnej dziury o masie
M =5 km, upuscil srubokret. Ile wynosi predkosé srubokreta kiedy mija sfere o promieniu 7 = 25 km?
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Astronauta znajduje siepoczatkowo w spoczynku na sferze o promieniu ry. Nastepnie zaczyna spa-
daé¢ swobodnie do centrum czarnej dziury. Ile wynosi czas (mierzony przez astronaute) od momentu
opuszczenia sfery do momentu dotarcia do centrum? Czas ten osiaga maksimum kiedy skok odbywa
sieze sfery tuz nad horyzontem. Ile wynosi ten maksymalny czas (podaj odpowiedz w metrach oraz w
sekundach)?

. Robot znajdujacy sie na sferze o promieniu r¢ upuszcza narzedzie bedace poczatkowo w stanie spo-

czynku. Jakie jest poczatkowe przyspieszenie tego narzedzia?

(a) Wyraz przyspieszenie Newtona na sferze o promieniu ro w jednostkach geometrycznych [m—1]. Ile
wynosi przyspieszenie ziemskie gr w tych jednostkach? Ile wynosi to przyspieszenie na powierzchni
gwiazdy neutronowej z zadania 17

(b) Na podstawie wzoréw wyprowadzonych w zadaniu 4 znajdz wyrazenie na gspey, tzn. na przyspie-
szenie na sferze o promieniu ro wynikajace z OTW.

(c) Oblicz warto$é poczatkowego przyspieszenia narzedzia, ktére zostalto upuszczone ze sfery o promie-
niu rg = 4M w poblizu czarnej dziury o masie M = 5000 m. Wyraz to przyspieszenie jako wielokrotnosé
przypieszenia ziemskiego.

(d) Przypusémy, ze chcemy ‘zawisnaé’ w rakiecie tuz nad horyzontem czarnej dziury. Niech to bedzie
na zredukowanym promieniu rg = 2M + dr gdzie dr <« 2M. Znajdz przyblizone wyrazenie na ggpel
w tych warunkach. Aby pozostaé¢ przytomnym przyspieszenie w rakiecie nie moze przekroczyé¢ 7gg.
Niech dr = 1 km. Jaka powinna by¢ masa czarnej dziury, ktoéra nalezy wybraé¢ do takiego manewru.
WyraZz mase czarnej dziury w masach Stonca M.

Znajdz promienie orbit kolowych (zaréwno stabilnych jak i niestabilnych) wokdt czarnej dziury o masie
M w funkcji momentu pedu (L/m) satelity. Jaki jest minimalny promien stabilnej orbity kotowej? Ile
wynosi moment pedu (L/m) satelity na tej orbicie?
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. Zmajdz predkosé satelity na orbicie kotowej w ukladzie zwiazanym (a) ze sfera o promieniu rérnym

promieniowi orbity vspeyr, oraz (b) z odleglym obserwatorem v,4. Ile wynosza wartosci tych predkosci
na stabilnej orbicie 0 minimalnym promieniu?
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. Znajdz wyrazenie wynikajace z teorii Newtona na promienie orbit kotowych. Nastepnie przedstaw

relacje pomiedzy promieniem Newtona rpeq: 1 promieniem r obliczonym w zadaniu 1 w postaci r =
rNewt(1 + q) gdzie g jest wielkodcia mala. Przyjmujac warosé ¢ = —0.01 jako maksymalna wartosé
przy ktérej przyblizenie Newtona uznamy za dobre, znajdZ wyrazenie na minilany promien 7., przy
ktérym to przyblizenie jest stuszne. Ile wynosi 7, dla Stonca? Ile wynosi warto$¢ ¢ dla Merkurego?

Uzasadnij, ze wyrazenia na predko$é¢ otrzymane w zadaniu 2 sg réwniez stuszne dla niestabilnych orbit
kotowych. Ile wynosi predkos¢ satelity na niestabilnej orbicie kotowej o minimalnym promieniu? Ile
wynosi moment pedu (L/m) satelity na tej orbicie?



