Zestaw 9 / Szczegdblna i Ogblna Teoria Wzglednosci

1. Element linii w ogélnej postaci to ds? = gapdz®dz?. W tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesowej we
wspotrzednych kartezjanskich 2 = (z,v, 2) przyjmuje postaé ds?> = dx? + dy? + dz?. Zapisz elementy
linii dla przestrzeni Euklidesowej we wspolrzednych sferycznych x® = (1,0, ¢) oraz we wspo6lrzednych
cylindrycznych ' = (p, 0, z), gdzie a = 1,2, 3. Zidentyfikuj na tej podstawie elementy tensoréw me-
trycznych w tych wspélrzednych, odpowiednio gqp(x) 1 gl,(z), 1 przekonaj sie, ze spelniaja one relacje:

ox® OxP

ox'c Oz’

Uwaga: Stosujemy konwencje sumowania Einsteina: sumowania przebiegaja po wszystkich powtarza-

jacych sie indeksach gérnym i dolnym; w tym wypadku po indeksach a oraz b.

9ea(®") = gap(z)

2. W projekgji stereograficznej kazdemu punktowi na powierzchni kuli przypisuje si¢ wspotrzedne (p, @).
Wspbdlrzedna ¢ jest standardowym katem biegunowym azymutalnym. Wspélrzedna p kazdego punktu
uzyskuje sie, rysujac linie prosta w trzech wymiarach od bieguna poltudniowego kuli przez punkt,
o ktérym mowa, i przedtuzajac linie do przeciecia plaszczyzny stycznej z biegunem péinocnym kuli;
wspoélrzedna p jest wéwcezas odlegloscia na plaszczyznie stycznej od bieguna péinocnego do punktu
przeciecia. Pokaz, ze element linii dla powierzchni kuli w tych wspotrzednych to:

dPQ + p2 d¢2 - = .
(14 p%/a?)? 1+ p?/a?

ds® =

asind

W jakich punktach sfery te wspoélrzedne sa zde-
generowane? Jesli zamiast tego pracuje sie we
wspolrzednych kartezjanskich x i y na plaszczyznie \
stycznej do bieguna poélnocnego, to jak wtedy \
wyglada element linii? W jakich punktach sfery te

nowe wspoirzedne sa zdegenerowane?

3. Krzywa na powierzchni dwuwymiarowej sfery o promieniu a jest okreslona parametrycznie przez 6 =
u, ¢ = 2u — 7, gdzie 0 < u < 7. Wiedzac, ze w ogdlnosci dlugosé linii mozna zapisaé jako L = [ds =

[ \/|gapdz®dz®| pokaz, ze catkowita dtugo$¢ powyzszej krzywej dana jest przez:

T
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Uzasadnij, ze dtugo$é¢ krzywej nie zalezy od parametru uzytego do jej opisu.

4. Rozwazmy tréjwymiarows przestrzen z2e1ementem linii okreslonym nastepujaco:
ds? = T 2u/r —d;u/r + 1r2(d6?* + sin® 0 dp?)

Oblicz nastepujace wielkosci:

a) powierzchnie sfery o promieniu r = R,

b) objetos¢ sfery o promieniu r = R,

c) odleglo$¢ w kierunku radialnym pomiedzy sferami o promieniach r = 2u i r = 3p,

d) objetosé zawarta pomiedzy sferami z punktu (c).

Wskazéwka: N-wymiarowa “objeto$¢” w przestrzeni opisanej metryka g.»(x) we wspélrzednych orto-

gonalnych obliczamy korzystajac z elementu objetosci d¥V = [/]g11g92...gnn|dat dz? ... dx™.



5. Rozwazmy dwuwymiarows przestrzen z elementem dlugosci: ds? = + r2dg?.

Oz dx?

= gab 3 :
o ou' oul : : : . L :
szg metryka moze byé¢ zanurzona w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesowej, tzn. znajdZ réwnania

opisujace powyzsza powierzchnie w przestrzeni trojwymiarowej i naszkicuj ja.

1—2u/r

Korzystajac z relacji hj; , oméwionej na wyktadzie, pokaz ze geometria opisana powyz-

Wskazéwka: Poniewaz rozwazana powierzchnia dwuwymiarowa opisana jest za pomoca wspdélrzed-
nych biegunowych (r, @), wiec do jej opisu w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesowej warto rozwazy¢
wybor wspotrzednych cylindrycznych.

6. Wykonaj rachunki niezbedne do otrzymania symboli Christoffela i elementéw tensora Ricciego poja-
wiajacych sie w wyprowadzeniu metryki Schwarzschilda (wyktad slajdy 13-3-4).



