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A"lﬂ Wstep

Rachunek operatorowy Mikusinskiego [42, 43)

Rachunek operatorowy Mikusifskiego jest najbardziej ogdlng metodg obejmujaca
zaréwno ciagly jak 1 dyskretng teori¢. Metodg przeksztaleenia 2 moZna uwazaé
jako szczegblny przypadek szeregu operatora przesunigcia, zdefiniowanego przez
Mikusifiskiego. W operatorach wspdlczynnikami liczbowymi sq wartoéci funkcji
w chwilach prébkowania a wykladniki wynoszg 0, T, 27, ...,nT,.... Dla funkcji
[f(¢)] moZzemy okredli¢ operator

n=0

I*=) faT)KT (1.226)
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Jan Mikusinski

* Urodzony 03.04.1913 w Stanistawowie (obecnie lwano-Frankowsk —
zachodnia Ukraina)

« 03.12.1937 uzyskat stopien magistra matematyki na Uniwersytecie
Poznanskim, gdzie pracowat jako starszy asystent do wybuchu wojny

W czasie okupacji niemieckiej Jan Geniusz Mikusinski przebywat w
Zakopanym i w Krakowie

« W 1945, zaraz po wyzwoleniu, podjat prace dydaktyczng i naukowa na
Uniwersytecie Jagiellonskim

« 25.07.1945r. otrzymat stopien doktora filozofii na Uniwersytecie
Jagiellonskim, po obronie rozprawy ,O zagadnieniu interpolacji dla catek
réwnan rézniczkowych liniowych”, ktérej promotorem byt prof. T.Wazewski

« 28.02.1946 r. habilitowat sie na Uniwersytecie Marii Sktodowskiej-Curie w
Lublinie

« 10.12.1955r. Jan Mikusinski otrzymat stopien doktora nauk
matematycznych na podstawie prac pod wspdélnym tytutem ,Nowe ujecie
rachunku operatorow”

+ 04.02.1958 r. otrzymat nominacje na profesora zwyczajnego.

« Zmart 27.07.1987 w Katowicach
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I Jan Mikusiniski

AGH

« Wypromowat 7 doktoréw
« Dorobek

—  Opublikowat ponad 150 prac naukowych w renomowanych czasopismach matematycznych w kraju i zagranica
— 11 ksiazek, ttumaczonych na wiele jezykow

- ,Rachunek Operatorow”, 1953 - 20 wydan w 6 jezykach, w tym 12 wydan w Japonii

-, Wstep do Analizy Matematycznej”, 1957 — 2 wydania

- Teoria Miaryi Catki Lebesgue'a”, 1957 (zS. Hartmanem) — 2 wydania w 2 jezykach

- Elementarna Teoria Dystrybucji”, 1957 (z R. Sikorskim) —wydana w 5 jezykach: polskim, angielskim, rosyjskim, chinskim
i francuskim

« Theory of Distributions. The Sequentional Approach”, 1973 (z P. Antosikiem i R. Sikorskim)
« ,The BochnerIntegral”, 1978

- O przyrzadach optycznych osiowosymetrycznych”,1979 (z K. Skornik)

« _Hypernumbers”, 1983

« ,Operational Calcuslu”, Volume Il 1987 (z T. Boehme)

- From Number to Integral”, 1993 (z P. Mikusinskim)

— 4 skrypty
« Nagrody i wyréznienia
— 1950r. —nagroda im. S. Banacha PTM za prace w dziedzinie rachunku operatoréw
— 1953 r. — nagroda panstwowa Il stopnia
— 1970 r. — doktorat honoris causa Uniwersytetu w Rostoku
— 1975r. — czlonkostwo w Serbskiej Akademii Nauki i Sztuki

— 1983 r. — cztonkostwo honorowe PTM
— 1985r. —medal W. Sierpinskiego
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ulm“ Splot

AGH

Splotem funkcji a(t) i b(t) nazywamy funkcje c(t)

okreslong przez catke:
t

EAL) = [ a(t —t)b(t)drt
0
Symbolem C oznaczamy klase funkcji, ktore sg okreslone |
ciggte w przedziale 0 < t < co. Funkcje klasy C mogg miec
wartosci rzeczywiste lub zespolone.

Jesli funkcje a(t) i b(t) sg funkcjami klasy C, to ich splot
rowniez nalezy do klasy C, poniewaz jest funkcjg okreslong
| ciggta w przedziale 0 < t < oo,
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ll\mm Splot

AGH

Przemiennos¢ splotu:
t t

f a(t —1t)b(t)dt = f b(t — t)a(t)drt

0 0
Analogicznie do przemiennosci mnozenia liczb w arytmetyce:
ab = ba

kacznos¢ splotu:
[yat—Ob@dr=g(t) i [ bt—Dc(®)dr=h() to
[y 9(¢ = De(@dr = [ at = Dh()dz

Wtasnosc tg dla liczb mozna wyrazi¢ zdaniem:
Jesli ab=g | bc=h to gc=ah.
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lﬂmm Splot

AGH

Oprécz przemiennosci i tgcznosci splot ma jeszcze trzecig

podstawowg wtasnos¢ iloczynu, czyli rozdzielnosc¢
wzgledem dodawania: a(b +c) = ab + ac
poniewaz

t t t

f a(t —17)|b(7) + c(7)]dt = fa(t —1)b(t)dt+ f a(t — 7)c(r)dt

0 0 0
Analogicznie mamy prawo rozdzielczosci splotu
wzgledem odejmowania: a(b —c) = ab — ac

poniewaz
t t t

f a(t —1)|b(r) — c(7)]dt = fa(t —1)b(7)dT — f a(t — t)c(r)dr

0 0 0

S|




@]}J‘ Funkcje a wartosc¢ funkcji

Uzywanie w rachunku operatorowym znakowania takiego jak w zwyktej
algebrze jest ogromnym utatwieniem, pozwala bowiem wykorzystaé
nabyte przyzwyczajenia | skomplikowane nieraz przeksztatcenia catek
zastagpi¢ przez mechaniczne niemal rachunki.

Funkcja a wartos¢ funkcji

Istnieje pewne niebezpieczenstwo niescistosci przy tak skréconym
zapisie. Na przyktad gdy chcemy skrotowo zapisac splot dwoch funkeji
statych o wartosciach 2 i1 3.

Wtedy w arytmetyce zapis 2«3 oznacza liczbe 6, a w rachunku
z . t

operatorow funkcje fo 2 x 3dt = 6t.

Aby unikng¢ nieporozumien wprowadzono nastepujacy zapis: symbol

{2H{3} oznacza splot funkcji 2 z funkcjg 3, to znaczy funkcje 6t.

Czyli: 2x3=6 1 {2} {3} = {6t}

S|




Il Symbolika

AGH
Mamy ogdlne wzory:

{a(@®)}+{b()} ={a(t) + b(t)}

(dodawanie funkcji jest dodawaniem ich wartosci)

t
{a(®)} = {b(t)} = {f a(t — ‘r)b(r)d‘r}
0
Zapis funkcji w postaci {f (t)} moze byC¢ ucigzliwy. W zwigzku z tym
jesli funkcja nie jest dana konkretnie lecz zapisywana symbolem
ogolnym to w skrocie mozna uzywacé samej litery, czyli:
f={®}
Wygodne jest rowniez wprowadzenie nastepujgcego znakowania:
a‘=a *a
al=a xax a

a*=a xa xa xa

Jesli m i n sg liczbami naturalnymi to mamy ogoélne wzory:
a_man — a'n'1+n a_‘nbn — (ab)n (am)n — amn

plm




lllmﬂl Operator catkowy

AGH

Zgodnie z definicjg splotu:

WO} = { f f(r)dr}
0

Jak wida¢ funkcja {1} wyrdznia sie tym, ze utworzenie jej splotu z
dowolna funkcjg powoduje scatkowanie tej funkcji w granicach od 0 do t.

Z tego powodu funkcje {1} bedziemy nazywac operatorem catkowym.
Dla skrécenia zapisu wprowadza sie dla jej oznaczenia litere [:

[ = {1}

Kolejne potegi operatora catkowego majg postac:

12 = {3 ° = {f—zz} [* = {1t233}

. ) , i i tn—l
Mozna zapisaC ogolny wzor: " = { (e 1),}

Jesli przyjmiemy, ze 0! = 1 to wzor ten jest prawdziwy dla n > 1.
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W Twierdzenie Titchmarsha

Jesli funkcje f i g klasy C nie $3
tozsamosSciowo rowne zeru, to ich splot
rowniez nie jest tozsamosciowo rowny zeru.

Dowdd tego twierdzenia oparty wytgcznie na metodach funkcji
zmiennej rzeczywiste] podat C. Ryll-Nardzewski w 1952 roku — jest
podany w rozdziale drugim ksigzki: Mikusinski J., Operational calculus,
PWN - Pergamon Press, London, Warszawa, New York 1966
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@"}ﬂ Dziatanie odwrotne do splotu

Podobnie jak w algebrze tak | w rachunku operatorow mozna
wprowadzi¢ utamki: % (dla wygody mozna zapisywac w postacia/b).

Jezeli a | b sg funkcjami i przez ab rozumiemy ich splot, to przez a/b
nalezy rozumiec¢ dziatanie odwrotne do splotu.

Symbol a /b (gdzie b nie jest tozsamosciowo zerem) bedzie wowczas
oznaczat funkcje c, taka ze:

a = bc (1)
JeSlia={t3}ib = {t}

a _ {3} _
to o = {T} = {65}
gdyz {t}{6t} = {f;(f - T)6Td.T} = {6t fot tdT — 6 fgrzdr} =

8— 6= t} = (3t3 — 2t3} = {t3)

2{6t§ 310
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@]}J‘ Dziatanie odwrotne do splotu

a = bc (1)

Aby definicja symbolu a/b byla jednoznaczna, potrzeba aby przy
zadanych a | b (b nie rowne tozsamosciowo zeru) istniata co najwyzej
jedna funkcja c spetniajgca rownosc (1).

Jednoznacznosc¢ te zapewnia twierdzenie Titchmarsha.

Gdyby réwnosc (1) byta spetniona przez dwie rézne funkcje ¢, ic¢, to
znaczy a = bc; 1 a = bc, to mielibySmy b(c; —c,) = 0 1 splot dwoch
funkcji b 1 (¢; — ¢,) nie rownych tozsamosciowo zeru, bytby rowny zero,
wbrew twierdzeniu Titchmarsha.

Zatem rownosc (1) moze by¢ spetniona co najwyzej przez jedng funkcje
¢, co dowodzi jednoznacznosci symbolu a/b.
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[[lmﬂ Operatory jako uogadlnienie pojecia
A funkciji

Moze sie zdarzycC, ze dla danych funkcji a 1 b # {0} klasy € nie istnieje
funkcja ¢, ktora spetniataby rownanie: a = bc.

Na przyktad, gdy a = b = {1} nie moze zachodzi¢ rownosC {1} = {1} ¢
dla zadnej funkcji ¢ = {c(t)} bo oznaczatoby to ze 1 = fOtc(fr)dr dla
kazdegot = 0. Ato jest nieprawdg juzdlat = 0.

Ze zjawiskiem nie wykonywalnosci dziatania odwrotnego spotykamy
sie juz na elementarnym szczeblu matematyki.

Na przyktad w arytmetyce liczb catkowitych nie zawsze dzielenie jest
wykonalne. Niewykonalnos¢ dzielenia jest zrédtem nowego rodzaju
liczb — utamkow. Kazda liczba catkowita jest utamkiem, ale nie kazdy
utamek jest liczbg catkowitg.

S|




[\mﬂ Operatory jako uogdlnienie pojecia

AGH funkc]

Podobnie:

Niewykonalnos¢ dziatania odwrotnego do splotu prowadzi
do nowego pojecia matematycznego, jakim sg operatory.

Utamek {1}/{1} przedstawia wiec operator, ktory nie jest funkcja.

Jesli dla dwoch funkeji a 1 b #0 klasy ¢ nie istnieje funkcja c,
spetniajgca rownanie a = bc, to utamek a/b przedstawia operator.

Dopuszczamy rowniez takie operatory, dla ktorych istnieje taka funkcja
cklasyC, ze a = bc.

Dzieki temu operatory mozna uwazac za uogolnienie pojecia funkcii.
Kazda funkcja jest operatorem, ale nie kazdy operator jest funkcja.
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@"}! Dziatania na operatorach

W zwyktej arytmetyce przyjmuje sie dla utamkow definicje:

A. % = g wtedy i tylko wtedy, gdy ad = bc
g 4c_ac
" bd bd
a ¢ __ ad+bc
S

Zaktadamy, ze mianowniki b i d sgrdézne od zera.

Dla operatorow a /b przyjmuje sie takie same definicje A, B i C. Oczywiscie
w przypadkow operatorow litery a, b, ¢ | d nie oznaczajg juz liczb
catkowitychlecz funkcje klasy C.

Zaktadamy, ze funkcje b | d sg rozne tozsamosciowo od zera, a z
twierdzenia Titchmarsha wynika, ze rowniez mianownik hd nie jest
tozsamosciowo zerem.

Dzieki zupetnej analogii operatorow z utamkami klasycznej arytmetyki
rachunki na operatorach wykonuje sie tak samo jak na zwyktych utamkach.
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ll\mﬂJ Operatory liczbowe

AGH

Operatory w postaci @, gdzie {a} jest dowolng funkcjg stafg

{1}
(przyjmujacg wszedzie wartosc o) oznaczamy symbolem || = %

Mamy nastepujgce wzory:
la] + [B] = [a + B], la][B] = [ap].
Piszac dla uproszczenial = {1} mamy:

o] +[p] = P+ =R =B = [a 4 )

[][f] = {clz}{/f} _ {aclzjt} _ l{zzzﬁ} {a'ﬁ’} = [ap].
Operatory typu [«| bedziemy nazywali operatoraml liczbowymi.

Nalezy je odrézni¢ od operatorow {«}, ktore sg funkcjami statymi i dla
ktorych zachodzg wzory:  {a}+ {f} ={a + [}, {a{F} = {aft}.
Przyktad: [2][3] = [6], {2}3} = {6t}.

Mozna opusci¢ nawiasy | | | zamiast || pisac «.
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[[lmm Operator jako uogdlnienie pojecia
AGH liczby zespolonej

Operatory liczbowe zachowujg sie w rachunkach jak zwykte liczby,
mozna je nazywac po prostu liczbami.

Operatory stanowig nie tylko uogodlnienie pojecia funkcji, ale
jednoczesnie uogolniaja liczby zespolone.

liczby catkowite c liczby wymierne C liczby rzeczywiste C
C liczby zespolone < operatory

Jezeli operatory a/b 1 ¢/d redukujg sie do funkcji to wyrazenie %*%

oznacza ich splot, a jezeli redukujg sie do liczb, to wyrazenie to
oznacza zwykty iloczyn.
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@"}ﬁ lloczyn liczby | funkcji
Dla dowolnej liczby « i dowolnej funkcji {#} zachodzi wzor:

aif} = (ap; (2)

Poniewaz: a{B} = {“}{5 = {“f = l{“ﬁ L= (ap)

lloczyn dwoch liczb jest Ilczba. 223 =6,
lloczyn liczby i funkcji state] jest funkcjg statg:  2{3} = {6},
lloczyn (splot) dwoch funkeji jest funkcja: {23} = {6t}

W szczegolnym przypadku wzor (2) dla f = 1 przyjmuje postac: al = {a}
Kazda funkcja stata daje sie wyrazi¢ jako iloczyn liczby i1 operatora catkowego.
Pomnozenie funkcji przez liczbe oznacza to samo co pomnozenie jej wartosci
przez liczba: af{f(t)} = {af (t)} (3)
Dla operatorow tego typu zachodzi, na podstawie praw przemiennosci i
tgcznosci:

(@ +{fOD+ B +{gO)) = af +{Bf(©) + ag(®) + [, f(t - D)g(r)dr]

|




Iy Liczby 0i 1

AGH

Zastepujgcwe wzorze (3) a przez 1 otrzymujemy rownosSc: 1{f(t)} = {f (t)}.
Jesli ¢ jest dowolnym operatorem to zawsze zachodzi réwnosc¢: 1c =c¢

poniewaz piszac 1 =1/l | ¢ =a/b, gdzie a | b sa funkcjami klasy ¢ mamy
lc = la/lb - a/b

Dla liczby 0 prawdziwe sg wzory:
Oc=0ic+0=0
poniewaz piszgc 0 = {0}/,_ ic =a/b gdzieaib # {0} sgfunkcjamiklasy ¢,

otrzymujemy: 0Oc = e _10; _ 108 _ 1O} _ 0
lb lb Ib l
_ _a {0}  al+{0}b _ al+{0} _ al _a _
oraz: c+ 0= t == ==, =C

Mozna zauwazy¢, ze: {0} = 0

Jest to jedyna funkcja, ktéra posiada wobec dodawania i mnozenia te same

wtasnoscico liczba 0. Na tym polega identyczno$¢ symboli {0} i O. l_tmnnip i




w Operator rozniczkowy

Podstawowa role w rachunku operatorow gra odwrotnos¢ operatora
catkowego [ = {1}, ktorg oznaczaé¢ bedziemy przez:

1
> T

st =1

Wobec tej definicji mamy:
[s

Twierdzenie: Jezelifunkcjaa = {a(t)} mapochodnga' = {a'(t)}
ciggig dla ) < t < oo, to zachodzi wzér:

sa=a + a(0),

gdzie a(0) jest wartoscig funkcjiw punkciet = 0.
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@HM Operator rozniczkowy

Jesli funkcja a jest rowna zeru w punkcie t = 0, to wzér redukuje sie
do postaci: sa=a

W tym przypadku mnozenie funkcji przez operator s oznacza po prostu
jej rézniczkowanie. Z tego powodu s bedziemy nazywac operatorem
rézniczkowym.

Przez operator roézniczkowy mozna mnozy¢ nie tylko funkcje

rézniczkowalne. lloczyn sa bedzie miat sens, bez wzgledu na to, czy a
jest funkcja rézniczkowalng, nierdézniczkowalng, czy zgota dowolnym
operatorem.

Przyktady:
s{sint} = {cost}, s{e'}={e'}+1,
s{t+1}={1}+1, s{t"}={nt" }dlan=>1.
pum




ll\mm Potegi operatora s

AGH

Jezeli funkcja a = {a(t)} ma drugg pochodng a’’ = {a"'(t)} ciagta w
przedziale 0 < t < oo, to mnozgc przez s otrzymamy:
s?a = sa’ + sa(0)
Stad stosujac wzér dla pochodnej a’ mamy:
sta=a" +a'(0) + sa(0)
Mozna to uogélni¢ w postaci twierdzenia:

Twierdzenie: Jezeli funkcja a = {a(t)} ma n-tg pochodna
a™ = {a™(t)} ciagta w przedziale 0 < t < oo to
sa =a™ + a0 + sa®20) + -+ + s* 1a(0)

Powyzszy wzor mozna tez zapisac w nastepujgce) postaci:
a(n) — g — Sn—la(o) R Sa(n—Z) (0) . a(n—l)(o)
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W Wielomiany operatora s

Wazna role w zastosowaniach grajg operatory w postaci wielomianow:
n n-1
QS T O g S +--+as+aqg
gdzie a,,, ..., ay sg dowolnymi liczbami.

Dziatania na tych wielomianach wykonuje sie tak samo jak w zwyktej
algebrze.

Na przyktad:
(s—D(E" 1 +s" 2+ +1)=5s"—-1

Dwa wielomiany operatora s sg sobie rowne, to majg wspotczynniki
odpowiednio réwne:

Qs + 1S4 et ays + @p = ﬁnsn i ﬁn_lsn—l 2 san ﬁlg + ﬁ

a, = i Xp-1 = )811—1: ey g = ﬁlr Xy = 180-

S|




mmm Zwigzki operatora s z funkcjg
AGH wyktadniczg

Stosujac wzér sa = a’ + a(0), do funkcji {e “*} otrzymujemy
réwnosé: s{e®} =1+ af{e®}
stad otrzymujemy: {e?} = ﬁ

Na podstawie splotu mamy:

t
s _1a)2 - {eat}z - {fea(t—t)eardr} - {ear

0

t t
1 t At v [T t>
(S_a)gz{em}{ﬁem}z{feaa _dH fﬂ.m}z{ie )

0

O\H
=~
~
SRS
|l
i
2] e
Qv
K
~
S— —

| ogolnie:




mmm Zwigzki operatora s z funkcjami
Algh trygonometrycznymi

Na postawie wzorow Eulera:

_ ei.x‘_e—ix ei.x +e—i.x
SINX = : COS X =
21 2

oraz wzorow z poprzedniego slajdu mozna wyprowadzi¢ wzory:

1 1 .
—i {Ee‘“‘ sin ﬁt} (B >0),

S=d L at
Ty {e* cos ft}
Wazne sg réwniez nastepujgce szczegolne przypadki powyzszych
WZOrow:
1 1 . S
g {Esm ﬁt}, g {cos pt}
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lllmm Wyrazenia wymierne
S operatora s

Z algebry wiadomo, ze kazde wyrazenie

YmS'" " +:+¥15+Yo
Snst++8,5+8

(4)

gdzie v,,,, ..., Vo1 0,, ..., 0y s liczbami rzeczywistymi, daje sie rozbié
na utamki proste:
1 1 S
(s—a)P [(s—a)2+B2]P [(s—a)2+B2]P

gdzie a i 5 sq liczbami rzeczywistymia p liczbag naturalng
Kazde wyrazenie wymierne (4) daje sie przez rozkfad na utamki proste
sprowadzi¢ do funkcji wyktadniczeji do funkcji trygonometrycznych.

Przy rozktadzie na utamki proste najlepiej stosowac¢, podobnie jak w
rachunku catkowym, metode wspotczynnikow nieoznaczonych.

Przyktad:

55+ 3 1 s+ 1 7 3 { ; _t 2t+3 of x Zt}
_ = —- =1{et —e tcos —e tsin
(s—1)(s?2+2s+5) s—1 (s+1)2+4 (s+1)?%+4 2
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mmm Wzory z rachunku operatorow

AGH

{a(0)} + {b(t)} = {a(t) + b(t)}

{a(t)} - {b(1)} = { f a(t—7) b(7) dt}

off)} = {af(®)}  (a liczba)

s{alt)) = {@'(0) +a(0)

(@™ (t)} = s*{a(t)} —s"1a(0) — ... — sa*-D(0) — a-1(0)

T*{a(t)} = {e**a(t)}, T®R(s) = R(s—a)

d
7 {a(t)} = {—ta(t)}

_ 0 dla 0<i<i
(1)} {m-—z) dla 0<i<t

s -
fc"-'f(l)dl ___{f(;) w przedziale 0<f’l;< i<i,
i poza tym przedz.la.lem

[ e~ef(2) dh = {f(t))

plin




lm]“ Wzory z rachunku operatorow

AGH
5 =0 s =fmal e>0
1 - |
1 T
¢ T BRO aTE T s @
L .
V;l V=t (,ja)a:_p: = {e*‘ cos pt}
e (e %) 1 _ 1
1 el 6‘,} (8—ap—p* { il ﬁ‘} 0=%
(—ap ~ |IT) ' §—a .
1 ¢ [ 1 } (5—a)—pt = {e% ch ft}
Veta l" 1
— orf y_'i (a>0) (6—ap+54 {Jﬁ' [ﬁ L b ek ﬁ‘]l ==
e l” 1 3 ﬁ't‘
= [ ﬁt——toosﬁl]}
R L TP~ )5
8 8
N : = " [‘“”’ NpEnA—mey J

——— (1)




!\M Przyktadowe zadanie

Zadanie

Znalez¢ rozwigzanie x(t) réwnania rozniczkowego: x' — x = (2t — 1)et2
takie, ze x(0) = 2.

Rozwigzanie
Z warunku poczgtkowego mamy: x' = sx — 2
stad = — Jaqe ]

gdzie f ={(2t—1)et’}

24f 2 1

zatem x=_"-=—"—+—f={2e}+{e"}(2t- e’} =

)
— t L t-T o T — YA
= {29 + fo e’ "2t —1)e dT} ‘dy = (2t — 1)dr

= {Zet +ete” ‘é} ={ef+ &%)

—l—)ﬁﬁn‘




mnm Porownanie metody bezposredniej
acH | metody transformaciji Laplace’a

Formalne podobienstwo metody transformacji Laplacea 1 metody
bezposrednie] mozna blize] sprecyzowaé przez ustalenie pewnego
izomorfizmu, co mozna tez pokazac na nastepujgcym przyktadzie:
Transformacja Laplace’a funkcji e ¢ jest nastepujaca:

1

L{e'} = — (5)
W metodzie bezposredniej mamy wzor:
Ey — T
{e'} =— (6)

We wzorze (95) litera s jest zmienng zespolong, a we wzorze (6) s jest
operatorem rozniczkowym. Funkcji analityczne] :11 ze wzoru (9)

odpowiada operators%1 ze wzoru (6).

W rachunkach formalnych symbol :11 traktujemy w obu przypadkach tak

LS pum




mmﬂ Porownanie metody bezposrednie]
acH | metody transformaciji Laplace’a

Mimo formalnego podobienstwa metody transformacji Laplacea |
metody bezposredniej, metody te nie sg rownowazne.

Na przyktad réwnanie x'(t) —x(t) = e’ mozna rozwiazaé
obydwoma metodami, ale jesli funkcje e’ zastgpimy funkcja

(2t — 1)et : (tak jak w przyktadowym zadaniu prezentowanym
wczesnie)) to stosowanie transformacji Laplace’a stanie sie niemozliwe

z powodu rozbiezno$ci catki: fooo e~ 52t — 1)et’dt
Metoda ta ogranicza wiec zakres stosowalnosci rachunku operatorow
do klasy funkcji dla ktérych catka | Ooo e~ f(t)dt jestzbiezna.

Ale nawet gdy pozostawimy funkcje e to metoda transformaciji
Laplace’a nie daje petnego rozwigzania zagadnienia poniewaz w
czasie prowadzenia rachunkow trzeba zatozy¢, ze szukana funkcja nie
wzrasta zbyt szybko (jest transformowalna). Wskutek tego nie wiemy

czy znalezione rozwigzanie jest jedyne.
Ppum|




“m“ Szereg operatora przesuniecia

AGH

Metode przeksztatcenia Z mozna uwazaé jako szczegdlny przypadek
operatora przesuniecia zdefiniowanego przez Mikusinskiego.

W operatorach wspotczynnikami liczbowymi sg wartosci funkcji w
chwilach préobkowania 0, T, 27, ..., nT, ... .

Dla funkciji | f (t)| mozemy okresli¢ operator:

fr = nZOf(nT)h”T

Mozna wyprowadzi¢ rownowaznos¢ miedzy operatorem f* a
przeksztatceniem %:

cOo

F(2) = 2{f[nl} = ) flnlz™"

0

S|




W Podsumowanie

* Przedstawione rozwazania pokazujg, ze metoda
operatorow Mikusinskiego jest alternatywna do metod
transformac;ji catkowych

 Metoda ta nie wymaga wyznaczania catki niewtasciwej
co w wielu przypadkach jest znacznym uproszczeniem
rachunkow

« Metode Mikusinskiego mozna z powodzeniem
zastosowac do rownan rozniczkowych

 Rachunek operatorow Mikusinskiego jest najbardziej
0golng metodg obejmujacg zarowno ciggtg jak i
dyskretng teorie.

S|




lll]\ﬂ Zrodia

AGH
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“m Dodatek
AGH Transformacje catkowe

Transformacja catkowa jest zdefiniowana nastepujgco:
L2

(Tf)(u) =f K(t,u)f (t)dt

ty
gdzie K jest jgdrem funkcji dwoéch zmiennych lub jgdrem transformacji T.
Odwrotna transformacja catkowa zdefiniowana jest nastepujaco:

t(t) = fuzl(‘l(u,, t)(Tf(uw))du

U4

|dea przeksztatcen catkowych jest przeniesienie rownan rézniczkowo-
catkowych z obszaru zmiennej rzeczywistej do obszaru zmiennej
zespolonej. Umozliwia to otrzymanie prostszych rownan dzieki temu moga
one by¢ rozwigzywane prostszymi metodami.

S|




m Dodatek
AGH Transformacje catkowe

»  Transformacja Fouriera

* Transformacja Fouriera sinusowa

»  Transformacja Fouriera cosinusowa

. Transformacja sprzezona Fouriera

+  Transformacja Hartley'a

*  Transformacja Mellina

»  Transformacja Laplace’'a

. Transformacja dwustronna Laplace’a

+  Transformacja Weierstrassa

+  Transformacja Hankela

+  Transformacja Abela

*  Transformacja Hilberta

*+  Transformacja Poissona

. Transformacja FRFT (fractional Fourier transform)
* Transformacja Batemana

*  Transformacja falkowa

» Transformacja Laplace’a Stieltiesa

* Transformacja Transformacja Laplace’a-Carsona
. Transformacja STFT (short-time Fourier transform)
»  Transformacja Chirpleta

. N-Transformacja

. S-Transformacja
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M] Dodatek
AGH Transformacje dyskretne

« Transformacja Binomial

« Dyskretna transformacja Fouriera (DFT)

« Szybka transformacja Fouriera

« Dyskretna transformacja Fouriera cosinusowa

« Zmodyfikowana dyskretna transformacja Fouriera cosinusowa
« Dyskretna transformacja Hartley'a

« Dyskretna transformacja Fouriera sinusowa

« Dyskretna transformacja falkowa

« Szybka transformacja falkowa

« Dyskretna transformacja Hankela transform

« Transformacja IBWDT (Irrational base discrete weighted transform)
« Transformacja Stirlinga

« Dyskretna S-transformacja

« Transformacja Z

S|




M] Dodatek
AGH Transformacja Laplace’a

Transformacja Laplace’a jest zdefiniowana nastepujaco:

F(s) = LIF (D)} = f F(Destdt
0

gdzie s=o+i®w, o oraz @ sq wartosciami rzeczywistymi.

Funkcja f(t) musispetnia¢ nastepujgce warunki:

e f(t)=0dlat <O0ijestokreslonadlat >0

e |f(t)| < Ae®gdzieA>0ic =0

e f(t) spetnia warunki Dirichleta (ma skornczona liczbe punktow
nieciggtosci — dla kazdego z tych punktdéw istnieje granica
lewostronna i prawostronna funkcji, wartos¢ funkcji w tym
punkcie przyjmuje sie jako srednig arytmetyczna tych granic)

S|




ulmm Dodatek.
AGH Transformacja £

Jednostronna transformata Z jest
zdefiniowana nastepujgco:

F(z) = Z{fIn]} = zf[n]z_”

gdzie f[n] jest ciggiem probek.
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