ALGEBRA - Zestaw 4: Przestrzenie wektorowe

Zad 1) Niech A = {0,1}. W zbiorze A okre$lamy dzialanie & przyjmu-
jac: 0860 =0,00p1=100=1,1&1 = 0, oraz dzialanie ® przyjmujac:
000=001=1600=0,101=1.

a) Sprawdz, ze (A, @, ®) jest ciatem.

W zbiorze A? okredlamy dzialanie dodawania jako: (a,b) + (c,d) = (a
¢, b @ d), oraz mnozenie przez elementy z ciala A nastepujaco: « - (a,b)
(a®a,a®b).

b) Sprawdz, czy (A2, +,-) jest przestrzenia wektorowa nad ciatem A.

c) Wykaz, ze przestrzenn A posiada dokladnie pie¢ podprzestrzeni.

Zad 2) Sprawdz, ktore z nastepujacych zbioréw sa podprzestrzeniami przestrzeni
R3:

a) A={(z,y,2) ;v +y+z=a,a €R} b)B={(z,y,2): x>0}

C) C = {(:L“,y, 1) ST,y € R} d) D = {(x,y,z) . $2+y2+22 < ]_}

e) E={(z,y,2) : x =2yAz =0} f) F = {(z,y,2) : 3z+2y—8z = 0}

Zad 3) Ktoére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni wektorowej F'(R,R)
sa jej podprzestrzeniami:

a) A={f:f(2)=f(N} b B=Af:f(7)=2+f1)}

c) C={f: flxo) =3}

Zad 4) Ktore z nastepujacych podzbioréw przestrzeni wektorowej R[z] (przestrzen
wielomianéw nad ciatem R) sa jej podprzestrzeniami:

a) A={w:w(0)w(l)=0} b) B={w: stopieh w < 6}

c) C = {w: stopien w =6} d) D= {w: w(z) jest podzielne przez z*+ 1}

Zad 5) Zbadaj, ktére z uktadéow wektoréw nalezacych do R? sg liniowo nieza-

lezne:

a) By :(1,4,3),(—1,2,1

b) By :(2,3,-1),(2,0,0
) B (2,-7,2), (0,2.4).

Zmajdz wspotrzedne we

w R3.

-

Zad 6 Dla jakiej wartosci parametru k wektor v = (
kombinacja liniowa wektoréw u; = (1,1,1) i ug = (1,2,3)?

Zad 7 Sprawdz, czy nastepujace funkcje sa liniowo niezalezne w przestrzeni
FR,R): f=1d, g(x) =sinx, h(z) = cosx.

Zad 8 W R? dane sy trzy wektory: v = (0,1,-1), v = (=1,0,1), w =
(1,—1,0).



a) Wykaz, ze wektory te sa parami niezalezne.
b) Czy uktad wektoréw w, v, w jest liniowo niezalezny?
c¢) Podaj wymiar oraz baze podprzestrzeni generowanej przez te wektory.

Zad 9 Udowodnij, ze zbiér: A = {(x1, x9, x3,74) € R* : 11+ 29 — 323 — 314 =
0,1 — 9 + 323+ x4 = 0} jest podprzestrzenia przestrzeni R*. Wyznacz baze
tej podprzestrzeni oraz bazy podprzestrzeni z zadania 2.

Zad 10 Dane sa dwa uktady wektoréw: By : (1,4,141), (i, —1,2—1), (0,0, 3)
i By (2i,1,0), (2,—i,1), (0,1 +14,1 — ).

a) Sprawdz, czy ktéry$ z tych uktadéw stanowi baze przestrzeni C*(C) lub
C3(R).

b) Jaki wymiar maja przestrzenie C"(C) i C*(R)?

¢) Znajdz wspolrzedne wektora (1,0,1) w bazie z podpunktu a).

Zad 11 W przestrzeni wielomianéw R[z]y dana jest baza By = (1, z,x?).
Wykaz, ze uklad By = (1, 2—2, (z—2)?) stanowi baze R[z],. Podaj wspoirzedne
wielomianu P(r) = 222 + 3 wzgledem obu baz. Czy zbiér A = {p € R[z], :
p(1) = p'(0)} stanowi podprzestrzen tej przestrzeni? Jezeli tak, wyznacz jej
baze i wymiar.

Zad 12 Wykaz, ze zbiér liczb postaci {a 4+ bv/2 + ¢v/3 + dv6 + eV/12
a,b,c,d,e € Q} tworzy przestrzen wektorowa nad ciatem liczb wymiernych.
Zmajdz baze tej przestrzeni.

Zad 13 Wiedzac, ze wektory u,v,w stanowia baze przestrzeni liniowej V'
(nad ciatem R), zbadaj, ktéry z ponizszych uktadéw takze stanowi jej baze:
a) By = (u—2v+w,3u+w,u+4v —w), b) By = (u,2u+v,3u—v+4w).
Wyznacz wspotrzedne wektora a = 2u — 3v 4+ 8w wzgledem tej bazy.

Zad 14) Niech V = F(R,R), a V;, V5 beda podzbiorami V sktadajacymi
sie, odp., z odwzorowan nieparzystych oraz parzystych. Wykaz, ze V1, V5 sa
podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej V oraz, ze V =V, @ V5.

Zad 15) Niech V = F(R,R). Oznaczmy przez F, zbiér odwzorowan zeruja-
cych sie¢ w punkcie a.

a) Wykaz, ze F, jest podprzestrzenia przestrzeni V/;

b) Udowodnij, ze jezeli a # b, to V = F, + Fy, ale suma ta nie jest prosta.

Zad 16) Niech X bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K oraz U i
V' jej podprzestrzeniami.

a) Wykaz, ze U UV jest podprzestrzenia X wtedy i tylko wtedy, gdy U C V
lub V C U,

b) Sprawdz, czy Lin(UU V) =U + V.



