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“ Rozktad normalny — wykres funkcji
]JJ gestosci i interpretacja

>

Parametry rozktadu N(p,o),
U - Wartas¢ oczekiwana

X U



“]JJ Cechy charakterystyczne funkcji gestosci
rozktadu normalnego

M

AGH

Funkcja gstasci w rozktadzie normalnym

* Jest symetryczna wzelem prostex =

e W punkciex = i osihkga wartd¢ maksymala

e ramiona funkcji mg punkty przegiciadla x =t/- o
orazx=U+ o

Ksztatt funkcji gstosci zalezy od wartdci parametrowy, o :
- parameti/ decyduje o przeswmiu krzyweyj,
- parametis decyduje o ,smukici” krzywe).




Rozktad normalr
Reguta 3 sigma

68%

95%

K
k I/

99,7%

v
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B

P —

X-3s

x-3s

Jezeli zmienna losowa ma rozktad normalny Ng,o) to:

- 68,3 % populacji miesci sie w przedziale (- o; U+ o)

- 95,5 % populacji miesci sie w przedziale (- 2o, u+ 20)

- 99,7 % populacji miesci sie w przedziale (- 3o; U+ 30)




M]JJ Prawdopodobienstwo w rozkfadzie normalnym

AGH

Prawdopodobigstwo w rozktadzie normalnym ( podobnie jak
w kadym innym rozktadzie gytym) wyznaczane jest dla
wartasci zmiennej losowej z oldlenego przedziatu, P(a<Xb)

P(a<X<b) = F(b)- F(a),

Dla uproszczenia oblicagorawdopodobigstwa P(a<Xx b) dla
zmiennej losowej o rozktadzie normalnym, z wécig
oczekiwan u 1 odchyleniemstandardowyna, dokonuje s

standaryzacji zmiennej losowe.



MMJ Rozktad normalny - standaryzacja
AGH

Standaryzacja polega na sprowadzeniu dowolnegdaduzkormalnegd(u, o),

o danych parametraghi o dorozktadu standaryzowanegamodelowego)

o wartaci oczekiwaney = 0 i odchyleniu standardowysn= 1.

Zmienmy X zastpuje st zmienng standaryzowam U

X — H ,
u = g ktéra marozkitad N(0,1)

Witedy otrzymujemy nagpujace zalenosci :
f(x) >o(u), F(X)->P(u), czyl:

P(X < %) = F(x) = d(2—#)
o




M]JJ Wtasnosci dystrybuanty
AGH  standaryzowanego rozktadu normalnego:

F(X)=P(X<x)=PU <u) =®d(u)
PU<-U)=?d(-u)=1-P(u)
P(U>u)=1-PU <u)=1-®(u)
P(U >-u)=®(u)



“]JJ Obliczanie prawdopodobienstwa
w rozktadzie normalnym

M

AGH
Obliczanie prawdopodobistwa,ze zmienna losowa X,

0 rozktadzie Ny, o), przyjmie warteci z przedziatu (a, b)

a—,u<X—,u<b—,uj:
o o 0

(25w 2ot a2
g (o) g (o)

P(a<Xsb):P(

P(a<X Sb):F(b)_F(a):q)(b—/,{)_q)(a_luj
g o

gdzied(u) oznacza wartei dystrybuanty standaryzowanego rozktadu

normalnego N(0,1) Wartoi te znajdziemyv tablicach statystycznych



| —

AGH

Wzrost kobiet w pewnej populacji ma rozktad nornyaln
N(165,15). Oznacza taz emienna losowa jakjest
wzrost kobiet ma rozktad normalny a@dnh rowng 165
cm odchyleniem standardowym rownym 15.cm

Jaki jest udziat w populacji kobiet o wZe:

a) do160cm,

b) w przedziale 165-170 ¢m
C) powyze] 175 cm

d) doktadnie 150 cm



a) do 160 cm
P(X <160 = P(X 165_ 163_51@3) =PU<-033=

= d(-033 =1-D(033 =1-0,6293-03707

a) Innym sposobem

P(X <160) = F(160) = q>(160_165j =

15
= ®(-0,33) =1-P(0,33) =1-0,6293=0,3707



M]JJ Rozwiazanie:

AGH
b) w przedziale 165-170 cm

165—165< X -165_170-165) _
15 15 15
= P(0<U <0,33) = $(0,33) - d(0) =0,6293-0,5=0,1293

P(165< X <170) = P(

C) powyze] 175cm
X =165 S 175-16
15 15
=1-PU £0,67) =1-9(0,67) =1-0,748571=0,251429
d) doktadnie 150 cm
P(X =150 =P(150< X £150) =F (150 -F (150 =0

P(X>179 = P( 5) =PU >0,67) =



iment Marzedzia Okno  Pomoc

1 /2 B @ 100% -

= [ znae

Taprnioca 1
Dystrybuanta &) standardowego rozkladu normalnego A0, 1)

T 0 il 02 03 Y 05 Kili o7 G 09
0,0 | 5000 5040 5080 5120 6lGO 5199 5230 5279 5319 5350
0,1 | ;5308 5438 5478 5517 5557 5506 5636 5675 5714 5753
0,2 | 5793 5832 5871 5010 5048 5087 6026 6064 G103 6141
0,3 | 6179 6217 6255 6203 6331 G368 G406 6443 G480 6517
0,4 | 6554 G301 6628 6664 GTO0 6736 6TT2  GROR G844 _GBTY
0,5 | 6915 G950 GORS TOID TOS4  TORE 7123 (TIST ,TIO0 7224
06 | 7257 7201 7324 7357 7380 7422 7454 TAR6 7517 7549
0,7 | 7580 7611 742 T6T3  TTO4 7734 TG4 7794 ,7TR23  ,7R52
D& | 7881 7910 7939 TO6T 7995 8023 8051 8078 8106 8133
0,9 | 8159 8186 8212 8238 R2G4 R280  R315 8340 8365 8380
1.0 | 8413 R438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
1,1 | BG43 8665 8686 8708 8720 /T4 8TT0D 8790 BRID 8830
1.2 | 8849 ERG6O BRRR  ROOT 8025 A044 HOGZ RORD K097 9015
13 | 9032 9049 0066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 | 0192 9207 9222 9236 9251 9265 927D 9292 9306 9319
1.5 | .pa32 9345 0357 0370 9382 0304 0406 OMIR 0420 9441
1.6 | 0452 0463 0474 9484 0495 0505 9515 9525 9535 0545
1,7 | 9554 9564 9573 9582 9591 0509 OG0B 9616 9625 9633
1,8 | 9641 9649 0656 9664 OGTI  O6TR 0686 0693 D699 9706
1.9 | o713 9719 9726 9732 0738 0744 0750 9756 9761 0767
20 | o772 o778 OTRI OTRR  9TH3  OTOR  OR03  OROR  9R12Z  ORIT
2,1 | 9821 9826 ORI0 OR34  DRIR  OR42  OR46  ORS0  OR54  O8ST
22 | 981 9864 09868 O8T1 GRTS  O8TR 0881  O884 0887 0890
23 | 0803 9806 OS08 9001 0004 0006 0000 0911 0913 0916
24 | 0918 0920 0922 9025 0027 0020 9931 0932 0934 0036
25 | 9938 9940 9941 9943 9045 0046 9948 0940 0951 9952
26 | 9953 9955 9956 9957 9050 9960 0061 0962 0963 0064
2,7 | 0965 9966 0067 G068 0069 9970 9971 0972 9973 9974
28 | Do74  097F G076 9977 0977  BOTR 0970 0079 098D 9981
29 | 9981 9982 O9R2 GOR3 Q084  QOR4 DU85 0085 0986 9986
3,0 | 9987 0987 9987 0083 008K 00RO 9080 0939 0990 9990
3,1 | 0000 o001 o001 9991 0992 G992 0992 0992 9003 9993
3,2 | 9993 9993 0004 0004 0004 0094 9094 0095 9995 9995




mJJ Parametry pozycyjne rozktadu zmiennej losowej
Moda -Dominanta. Mediana.

M

AGH

e Modgq Mo ( Dominantg Do) zmiennej losowej X nazywamy
te wartos¢ zmiennej losowej, ktorej odpowiada:
- Najwieksze prawdopodobienstwo — w przypadku
zmiennej dyskretnej

- Maksimum lokalne funkcji gestosci w przypadku
zmiennej losowej ciggte].

e Mediang Me zmiennej losowej X nazywamy wartosc X,
spetniajgcq nierownosci
P(X<x)=0,5iP (X=x)=>=0,5
natomiast dla dystrybuanty mamy
0,5 < F(x) £0,5+P(X=x) dla zmiennej dyskretnej
F(x)=0,5 dla zmiennej ciggtej



MMJ Symetria rozktadu zmiennej losowe]j
AGH

Zmienna losowa ma rozktad symetryczny jesli istnieje taka
wartosc a, ze:
- W przypadku zmiennej dyskretnej kazdemu punktowi
skokowemu x; < a odpowiada punkt x;> a, taki, ze
P(X= x; )= P(X=x) oraz a- x;= X;-a

— W przypadku zmiennej losowej ciggtej o funkcji gestosci f(x) :
f(a-x)=f(a+x) dla kazdego x w punktach ciggtosci f(x).
Punkt a nosi nazwe srodka symetrii, a prosta x=a jest osigq
symetrii rozktadu zmiennej losowej .

— Jesli rozktad jest symetryczny, to srodkiem symetrii jest
wartosc¢ oczekiwana

— W rozktadzie symetrycznym wszystkie momenty centralne
nieparzystego rzedu rowne sg zero



MMJ Asymetria rozktadu zmiennej losowe]j
AGH

e Zmienna losowa ma rozktad asymetryczny jesli nie istnieje
taka wartosc a (taki punkt a), ktory spetnia warunki rozktadu
symetrycznego.

e Ze wzgledu na to, ze w rozktadzie asymetrycznym momenty
centralne rzedu nieparzystego sg rozne od zera, do okreslenia
wspotczynnika asymetrii (skosnosci) rozktadu wykorzystuje sie
trzeci moment centralny p;, mianowicie

H 5
D> (X)

y:

e Jesli y>0, asymetria rozktadu jest dodatnia prawostronna
(wydtuzenie w kierunku duzych wartosci)

e Jesli y<0, asymetria rozktadu jest ujemna - lewostronna
(wydtuzenie w kierunku matych wartosci)



MWJJJ Wyznaczy¢ wskazniki potozenia zmiennej X:
Kk wartosc¢ oczekiwang, mode, mediane, kwantyl rzedu 0,75,

Dla zmiennej losowej, ktorej funkcja gestosci dana jest

wzorem
e 2 )
f(X)={x° +3 0<Xx<1 >
| 0 wprzeciwnymnprzypadku
E(X) = 7/12
Mo=1

Me oblicze z réwnania F(Me) = 1/2; Me = 9/24

Q; — F(Q; ) =3/4 stad Q; =41/64
-0/



m‘ ]JJ Zmienna losowa wielowymiarowa
AGH

e Dana jest przestrzen probabilistyczna (Q, S, P)
i w tej przestrzeni n zmiennych losowych X, X,,..., X,

Definicja
Uporzadkowany uktad n zmiennych losowych, oznaczony

X= (X{,X5,...,X,) nazywamy wektorem losowym lub

n -wymiarowg zmienng losowg, co oznacza, ze kazdemu
zdarzeniu w 0 Q przyporzadkowano punkt przestrzeni
euklidesowej R"

Funkcje Py (A) = P({w: X(w) OA}) nazywamy rozkiadem
prawdopodobienstwa wektora losowego X, a jego
dystrybuanta jest okreslona wzorem

Fy(X) = P(X{<X{,X5<X5, ..., X, <X, )



...

e Badamy trzy cechy cztowieka :
- wiek , 0w, 0[18,100] [lat]
- wzrost, w, 00 [140, 210][cm]
- waga, w; 0 [40,150][kg]
W= (W, w,w)dQ
Zmienne losowe definiuje nastepujgco:
Xi(w)= wy
X; (W)= w,

Xn (w)= 0,



Tablicowa reprezentacja dwuwymiarowego
rozktadu zmiennej losowej skokowej

AGH
Rozkiad
Y=y, Y=y, Y=y, Y=Yy, Y=y: Y=V brzegowy
zmiennej X
X=Xy P11 P12 P13 P14 P15 P16 P1.
X=X
2 P21 P22 P23 P24 P2s P26 P,
X=X,
p31 p3.
Rozktad
brzegowy P1 P2 P3 Pa Ps Ps 1
zmiennej Y




“ Dwuwymiarowa zmienna losowa
]JJ (para zmiennych) typu skokowego

M

AGH
 Def. Dwuwymiarowa zmienna losowgest typuskokoweggesli przyjmuje

skaiczom lub co najwyej przeliczan liczbg wartasci (x,,y;), (1,)=1,2,.... )
odpowiednio z prawdopodolfistwami p;

o Zachodzi przy tym warunek:

(*)

gdzie
pij = P(X = Xi,Y = yj)(l, j :1,2,...)

Uwaga, w celu ¥asciwe] interpretacji wartéci p;; , nalezy pamgtac,
ze zapis (X=x,Y=Yy;) oznacza iloczyn zdarzé X=x; | Y=y;



“ Niezaleznosc¢ zmiennych losowych
]JJ typu skokowego

M

AGH
Para (X, Y) jest dwuwymiarowq
AN, [BEREL WPl Selemesge, Dla zmiennych niezaimych
Zmienne X i Y nazywamy niezaleznymi, _ _
jesli dla kazdej pary wartosci (x;, ;) musi by spetniony warunek
spetniony jest warunek:
o}
P(X=x;,Y=y;)= P(X=x) *P(Y=y)) P(X=x1Y=Y)) =p—” =p. =P(X=X)
y
czyli
— X
Pii= Pi- & P
Oznacza to, ze zmienne losowe X i Y sg D.
niezalezne jesli prawdopodobienstwa PY=y, | X=X%x)= 3 = p, =P(Y=Yy,)

W tgcznym rozktadzie tych zmiennych sg i
rowne iloczynowi odpowiednich

prawdopodobienstw ich rozktadow

brzegowych.



“]JJ Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej

M

AGH

Dystrybuand  dwuwymiarowej zmiennej losowe] nazywamy funkc
rzeczywist okreslona wzorem

o dla zmiennej losowej typu skokowego

Fxy)=X X p,

XsXY;sy

e dla zmiennej losowej typu cagtego

F(x,y)=P(X< xY< ;)zi_}i { vy dudv



mJJ Rozktad dwuwymiarowej zmiennej
losowej typu ciggtego

M

AGH
 Funkcp gestosci dwuwymiarowe] zmiennej losowgjX,Y) typu
ciagtego nazywamy funkejrzeczywish okreslong wzorem

P(x< X< Xx+AX <Y< WA Y

f(x,y) = lim

o xRy

0 nhast¢pujacych witasnéciach:
f(x,y)=0 da x,yOR







M]JJ Dwuwymiarowy rozktad normalny

AGH

Funkcja gestosci dwuwymiarowego rozktadu normalnego
N(ul,pu2,01,02,p)

T[ 1 (- ) 20l o-1n) (-1, F }

+
2o of 516, o

1
J(xy)=
200, 1- P

dla ¢, oraz ¢, >0 (odchylema standardowe)
L, Oraz L, (wartosci oczekiwane)
p wsp. korelaci zmiennych losowych




Dla u; = u, = 0 (war. normalizacji rozkladu) oraz p=0 — zmienne
]JJ losowe nieskorelowane , wzor () upraszcza sig do postaci:

Brzegowe funkcje ¢ptasci




MJJJ Warunkowe funkcje ¢stasci:

AGH

f(x /y)s= fix.y).

fz(Y) |




“ Niezaleznos¢ dwuwymiarowych zmiennych
]JJ losowych ciggtych

M

AGH

Zmienne losoweX | Y typu chgtego g niezalene,
jesl dla dowolne] pary liczb rzeczywistyclx,y)
zachodzi rowngg:

fxy)= fi(x)f,(y)



“ Momenty zwykie
]JJ dwuwymiarowej zmiennej losowe]j

M

AGH
Momentem zwyktym rgdu kI, dwuwymiarowe]

zmienne| losowej (X, Y) nazywamy wyiranie
X EIxy'py
]
m, = E(X*Y')={ ==
J [ x“y"f(x, y)dxdy

k_oo_oo

Na przykiad

my = E(XY )= E(X)E(Y)=m,m,
e



mJJ Parametry rozktadu dwuwymiarowej
zmiennej losowej typu skokowego

Wartdicia oczekiwam dwuwymiarowe] zmiennej
losowe| typu skokowego nazywamy wyeale:

£(x.Y)= E(X)EM)=2 5 x,p,

Warianch dwuwymiarowe] zmiennej losowe]
typu skokowego nazywamy wytenie:

02(x, ) = E[X - E(X )Y ~E(V)J =

=22l - E(x )Pl - E()F by
e



“ Momenty centralne
]JJ dwuwymiarowej zmiennej losowej

Momentem centralnym rzedu k+I (k,I=0,1,2,... )
dwuwymiarowego rozktadu zmiennej losowej (X,Y)
nazywamy wyrazenie

My = E((X - mlO)k(Y - m01)|):
Wzor dla zmiennej skokowej
Zilzj:(xi - mlO)k(yj - Mgy, ) Pi;

Wzor dla zmiennej qote]

T T(X‘ My ) (Y = Mg ) f (X, y)dxdy

— 00 — 00



“]JJ Parametry dwuwymiarowych zmiennych
losowych Kowariancja

M

AGH

Detf.
Kowarianch zmiennej losowe] dwuwymiarowej (XY
nazywamy wyraenie:

cov (X,Y)=E([x —E(X)]lY - E(Y)]

cov (X,Y)=cov y = yu=0,



“]JJ Wzory na obliczanie kowariancji

M

AGH
dla zmiennej losowej skokowe]

cov( X,Y) = ZZ[x ~E(X )|y, -E(¥)]p;

dla zmiennej losowej ciagtej

g . = j{j(x— mx)(y— my)f(x)dx dy
dla danych empirycznych

1 _ _
S, = 5% (x - D)y, - 7)

J&sli zmienne X 1Y g niezalene to cov(X,Y)=0,
Twierdzenie odwrotne w 0gol8ci nie jest prawdziwe



Parametry dwuwymiarowych zmiennych losowych
Wsdtczynnik korelacji liniowe]

cov(X,Y)
D(X)D(Y)

10:

0 =

\//102/120




MMJ Wspotczynnik korelacji liniowej
AGH

« Wspotczynnik korelacji opisuje site liniowego zwigzku
pomiedzy dwiema zmiennymi.

e Przyjmuje on wartosci z przedziatu domknietego <-1; 1>.

e WartosC -1 oznacza wystepowanie doskonatej korelacji
ujemnej (to znaczy sytuacje, w ktorej punkty lezg
doktadnie na prostej, skierowanej w dot), a wartosc 1
oznacza doskonatg korelacje dodatnig (punkty lezg
doktadnie na prostej, skierowanej w gore).

e Wartosc 0 oznacza brak korelacji liniowej



Przyktady uktadow punktow przy réznych wartosciach wspoétczynnika
korelacji liniowej

. :
-
r = 0,00 | =005 -
] i & e
. : g 0 ¢ 1_"
- - é [
. * . *
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“IJJ Analiza rozktadu tgcznego -
zmiennej dwuwymiarowej (X,Y)

AGH
Y= Y= Y= Y= Y= Y= Rozktad
peknigcie zgorzelina ~ mat.pow  wzery skaza inne zmiennej
X
4
X=duze 0.05 0.01 0.02 0.01 0.11 0.06 / 0.26
: x= 0.1 0.03 0.06 0.02 0.09 0.03 0.33
srednie
X= mate 0.1 0.06 0.01 0.03 0.20 0.01 0.41
Rozktad 0.25 0.1 0.09 0.06 040  0.10 1
zmiennej
Y

/

Rozktady brzegowe zmiennych losowych Y i X
- 00000001



“ Analiza rozktadu tgcznego - (JPD)
]JJ zmiennej dwuwymiarowej (X,Y)

lll

AGH

* Na podstawie tablicy JPD mea obliczé prawdopodobigstwa
dowolnych zdarzeélosowych (kade zdarzenie jest suymadarzé
elementarnych/atomowych)

W wierszuj oraz kolumnia tabeli JPD, znajduje @i
prawdopodobigstwo zdarzenia atomowego poleggago na
jednoczesnym przggiu wartgcl y, przez zmiena'Y oraz wartdcl
X, przez zmiena X, np. P(X=sredniaY = skaza = 0.09.

e W ostatnim wierszu tabeli nr 1 zamieszczono rozkiakenne) Y,
ktory uzyskuje s w wyniku sumowania wartai pol w kolumnach,

W ostatniej kolumnie zamieszczono rozktad zmienfajzyskany
w wyniku sumowania wartei pol w wierszach,sto rozktady
brzegowe zmiennej (X,

e Suma prawdopodohistw wszystkich zdarZeatomowych wynosi 1
(Jest to warunek konieczny, wynikay z definicji rozktadu

- prawdopodobiestw)



MMJ Zastosowania tablicowej reprezentacji JPD
AGH

e Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze
wylosowano wyrob ze skazq lub jakakolwiek matq wada
(Y = skaza lub X = mata) mozna obliczy¢ z tabeli JPD
dodajac wszystkie wartosci w kolumnie Y = skaza
i wierszu X = mata, liczac zawarto$¢ pola na przecieciu
kolumny ,skaza” i wiersza ,mata’ tylko jeden raz.

0.1 + 0.06 + 0.01 + 0.03 + 0.2 +0.01+ 0.09 + 0.11 =
0.61

e Wynik ten jest taki sam jak dla prawdopodobienstwa
sumy zdarzen (X O Y), bo:

P(XOY)=P(X)+ P(Y) - P(X)Y)
=041+04-0.2=0.61



Prawdopodobienstwo warunkowe
]JJ Prawdopodobienstwo tgczne

Prawdopodobienstwa warunkowe mozna obliczy¢
korzystajac z tablicy JPD, np.

o P(pekniecie/mate) = P(pekniecie,mate) : P(mate)

=0,1:0,41
= 0,244
e P(mate /pekniecie) = P(pekniecie, mate)
:P(pekniecie)
=0,1: 0,25
= 0,4

e Prawdopodobienstwo tgczne:
P(A,B) = P(A n B)= P(A/B) * P(B)



M zacanie

AGH

e Dany jest rozktad zmiennej losowej (X,Y)

Y 1 2 3
X
3 0,2 0,2 0
4 0,1 0,2 0,3

Znalex¢ rozktady brzegowe i oblicgyE(X) i D(X).
2. Wyznaczy rozktad warunkowy P(X/Y=1) i obliczywartas¢

oczekiwam w tym rozktadzie.
3. O czyméwiadczy porownanie wynikow E(X) i E(X/Y=1) ?

=



M]JJ Zadanie 2

AGH

Dwuwymiarowa zmienna losowa (XY) posiada kpsfacy rozkiad:

Y
X
0 1
1 0,1 0,1
4 0,1 0,2
7 0,0 0,5

Wyznaczy momenty zwykte rgdu pierwszego zmiennej losowej X oraz (X/Y=0).
Jaki wniosek wynika z porownania obliczonyedrtasci?

Wyznaczy wartaé¢ oczekiwam zmiennej losowej (XY)

Wiedzc, ze E(Y)=0,8 obliczy kowariancg w tym rozkladzie.

Czy jej wynik potwierdza wniosek z punktu a)?



