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Cele wykładu (pytania egzaminacyjne)
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Wiedza:

 Energia kinetyczna a prędkość.

 Praca a energia kinetyczna.

 Praca siły stałej.

 Praca siły zmiennej.

 Moc średnia i chwilowa.

 Siły zachowawcze i niezachowawcze

 Energia potencjalna

Umiejętności:

 Obliczenia pracy sił: tarcia, ciężkości, normalnej w przykładach z 
poprzedniego wykładu.

 Wyznaczanie całkowitej pracy wykonanej nad ciałem znając zmiany energii 
kinetycznej.

 Obliczenie pracy siły sprężystości i grawitacyjnej.

 Obliczenia pracy sił zachowawczych (grawitacyjnej) i niezachowawczych 
(tarcia, oporu) po zamkniętej drodze.

 Pokazanie związku pracy sił z wzrostem (spadkiem) energii potencjalnej



Praca siły stałej 
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Jeśli na punkt P działa siła stała, to jej praca przy przemieszczeniu Ԧ𝑑 wynosi:

𝑾 = 𝑭 ∙ 𝒅Ԧ𝐹

Ԧ𝑑𝛼

Ԧ𝐹
∥

[J=N m]

𝑾 = 𝑭 𝒅 𝒄𝒐𝒔∢ 𝑭, 𝒅 = 𝑭∥𝒅

▪ Wzór określa pracę wykonaną wyłącznie przez siłę 𝑭.

▪ Na ciało mogą działać również inne siły, np. siła tarcia, ciężar.

▪ Praca wypadkowej kilku sił jest równa sumie prac wykonanych przez 

poszczególne siły.

▪ Ciało może przemieszczać się w innym kierunku niż działa siła (np. przy rzucie 

w górę siła grawitacyjna działa w dół – jej praca jest ujemna).



Praca 
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 Rozważamy punkt materialny P, na który działa siła Ԧ𝐹(Ԧ𝑟, 𝑡, 𝑣, … )

 Praca, jaką wykonuje siła Ԧ𝐹 przy przesunięciu P o 𝑑𝑟 : 

𝑑𝑊 = Ԧ𝐹∙𝑑𝑟

Siły prostopadłe do przesunięcia nie wykonują 

pracy.

- siła dośrodkowa, siła Coriolisa, Lorentza…

Praca wykonana przez siłę Ԧ𝐹 nad punktem P przy 

przesunięciu z punktu A do B wynosi:

𝑾𝑨𝑩 = න
𝑨

𝑩

𝑭∙𝒅𝒓
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Praca siły zmiennej a stałej  
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F(x)=const

x1 x2

𝑾 = 𝑭 ∙ ∆𝒙

𝑾 =෍𝑭𝒊 ∆𝒙

▪ Praca jest polem powierzchni pod 

wykresem siły.

• W przypadku siły stałej jest to 

prostokąt.

• Dla siły zmiennej – dzielimy wykres 

na jak największą liczbę 

prostokątów i sumujemy pola

𝑾 = lim
𝒊
෍𝑭𝒊 ∆𝒙 = න

𝒙
𝟏

𝒙
𝟐

𝑭 𝒙 𝒅𝒙



Praca sił zmiennych - przykłady 
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Przykł. 1 – Praca siły sprężystości: 𝐹𝑠 𝑥 = −𝑘𝑥.

Rozciągamy sprężynę, liczymy pracę, jaką  wykona zewnętrzna siła 𝐹 = 𝑘𝑥:

𝑾 = න
𝒙
𝟏

𝒙
𝟐

𝑭 𝒙 𝒅𝒙 = න
𝒙
𝟏

𝒙
𝟐

𝒌𝒙 𝒅𝒙 =

=
𝟏

𝟐
𝒌(𝒙𝟐

𝟐− 𝒙𝟏
𝟐)

x1 x2

W=½ k Δx2



Praca sił zmiennych - przykłady 
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Przykł. 2 – Praca siły grawitacji:

𝑾 = න
𝒓
𝟏

𝒓
𝟐

𝑭 𝒓 𝒅𝒓 = න
𝒓
𝟏

𝒓
𝟐

𝑮𝑴𝒎
𝟏

𝒓𝟐
𝒅𝒓 =

Ԧ𝑟
𝑭𝒈

= −𝑮𝑴𝒎
𝟏

𝒓𝟐
−
𝟏

𝒓𝟏



Moc 
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• Jeśli interesuje nas szybkość wykonania pracy, określamy MOC:

𝑃 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡
- moc chwilowa  [W=J/s], [kWh]

ത𝑃 =
∆𝑊

∆𝑡
- moc średnia

dla stałej siły: ത𝑃 =
𝐹 𝑠

𝑡
= 𝐹 ҧ𝑣
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Energia kinetyczna (przyp. nierelatywistyczny, jeden wymiar) 
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Na ciało działa wypadkowa siła F i nadaje mu przyspieszenie a. Liczymy pracę 

tej siły nad ciałem (ruch wzdłuż osi x, m=const):

𝑾 = න𝑭𝒅𝒙 = න
𝑥
1

𝑥
2𝑑𝑝

𝑑𝑡
dx = න

𝑥
1

𝑥
2

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑑𝑥 = න

𝑣
1

𝑣
2

𝑚 𝑣 𝑑𝑣 =

=
1

2
𝑚𝑣2

2−
1

2
𝑚𝑣1

2 = 𝐸𝑘2 − 𝐸𝑘1 = ∆𝐸𝑘

gdzie zdefiniowano energię kinetyczną: 𝑬𝑲 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝟐 =

𝒑𝟐

𝟐𝒎

oraz pokazano, że:

zmiana energii kinetycznej ciała jest równa pracy W, jaką wykonuje 

wypadkowa siła nad tym ciałem.

Twierdzenie o pracy i energii.

Twierdzenie jest prawdziwe niezależnie od postaci siły Ԧ𝐹 i drogi.



Twierdzenie o pracy i energii - przykłady 
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• Tw. o pracy i energii najczęściej stosujemy, gdy mamy podany SKUTEK 

działania siły, np. ciało przyspieszyło, zatrzymało się pod wpływem tarcia. 

• Tw. o pracy i energii pozwala policzyć pracę sił oporu bez znajomości postaci 

siły, a z wykorzystaniem zmiany energii kinetycznej:

• Tw. o pracy i energii prowadzi do zasady zachowania energii mechanicznej.

𝑊𝑜𝑝 = −𝐹 𝑠 = 𝐸𝑘2 − 𝐸𝑘1



Siły zachowawcze 
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▸ Jeżeli praca pewnej siły zależy tylko od położenia punktu początkowego A i 

końcowego B, to siłę taką nazywamy ZACHOWAWCZĄ.

Praca takiej siły, wykonana po drodze zamkniętej WYNOSI  ZERO.

Przykł: Liczymy pracę siły grawitacji (w poblizu Ziemi, czyli Fg=mg, przy 

podnoszeniu i opuszczaniu ciała na wysokość y:

𝑊2 = 𝑚𝑔𝑦

Ԧ𝑟
𝑭𝒈

Ԧ𝑟

𝑭𝒈

y

𝑊1 = −𝑚𝑔𝑦
𝑊1 = −𝑊2

▸ Siłami zachowawczymi są np:

• siła grawitacji

• siła sprężystości

Siła tarcia jest siłą niezachowawczą.

𝑾𝑨𝑩+𝑾𝑩𝑨 = 𝟎



Energia potencjalna 
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▸ Siła jest zachowawcza, gdy jest ona funkcją jedynie położenia ciała: Ԧ𝐹 = Ԧ𝐹 Ԧ𝑟 , 

taką, że jej pracę można przedstawić w postaci:

𝑾𝑨𝑩 = න
𝐴

𝐵

Ԧ𝐹 Ԧ𝑟 dԦ𝑟 = 𝐸𝑝𝐴 Ԧ𝑟𝐴 − 𝐸𝑝𝐵 Ԧ𝑟𝐵 = −∆𝑬𝑝

gdzie ΔEp - zmiana energii potencjalnej

▸ Siła zachowawcza nie może zależeć ani od czasu, ani od prędkości.

▸ Energia potencjalna jest skalarną funkcją położenia Ԧ𝑟.

▸ Jest to energia, jaką posiada ciało w polu danej siły Ԧ𝐹.

𝐸𝑝𝐵 = −න
𝐴

𝐵

Ԧ𝐹 Ԧ𝑟 dԦ𝑟 + 𝐸𝑝𝐴

▸ Wartość energii potencjalnej jest określona z dokładnością do pewnej 

stałej, zależnej od wyboru punktu odniesienia A.

𝐸𝑝𝐵 = −න
𝐴

𝐵

Ԧ𝐹 Ԧ𝑟 dԦ𝑟 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡



Energia potencjalna
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▸ Ustalmy  jeden z punktów, np. A, tak, aby 𝐸𝑝𝐴 = 0.

Energia potencjalna wynosi zero w położeniu, gdy Ԧ𝐹𝐴 = 0 (nierozciągnięta 

sprężyna, nieskończona odległość od Ziemi.

▸ Otrzymujemy zależność energii potencjalnej od siły:

𝐸𝑝𝐵 = −න
𝐴

𝐵

Ԧ𝐹 Ԧ𝑟 dԦ𝑟

−
𝑑𝐸𝑝

𝑑 Ԧ𝑟
= Ԧ𝐹 Ԧ𝑟



Zasada zachowania energii 
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▸ Podsumujmy, co wiemy już o pracy, sile, energii kinetycznej i potencjalnej:

• praca siły zachowawczej:

𝑾𝑨𝑩 = 𝐴׬
𝐵 Ԧ𝐹 Ԧ𝑟 dԦ𝑟 = 𝐸𝑝𝐴 Ԧ𝑟𝐴 − 𝐸𝑝𝐵 Ԧ𝑟𝐵 = −∆𝑬𝑝

• tw. o pracy i energii (dowolna siła): 𝑾𝑨𝑩 = 𝑬𝒌𝑩 − 𝑬𝒌𝑨

czyli: 𝐸𝑘𝐵 − 𝐸𝑘𝐴 = 𝐸𝑝𝐴 − 𝐸𝑝𝐵

lub: 𝐸𝑘𝐵 + 𝐸𝑝𝐵 = 𝐸𝑝𝐴 + 𝐸𝑘𝐴

z czego wynika: 𝑬 = 𝑬𝒑 + 𝑬𝒌 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕

W polu sił zachowawczych całkowita energia

jest zachowana Z.Kąkol



Zasada zachowania energii - przykłady
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Zasada zachowania energii - przykłady
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Energia dla sił niezachowawczych 
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▸ W układach oprócz sił zachowawczych działają zwykle siły niezachowawcze, np. 

tarcie.

• twierdzenie o pracy i energii, dla wszystkich sił:  ∆𝐸𝑘 = 𝑊𝑍 +𝑊𝑁𝑍

• a dla sił zachowawczych: 𝑊𝑍 = −∆𝐸𝑝

• czyli: 𝑊𝑁𝑍 = ∆𝐸𝐾 + ∆𝐸𝑝

praca sił niezachowawczych została przekształcona w energię wewnętrzną U.

Zmiana energii wewnetrznej U jest równa staconej energii mechanicznej:

∆𝑬𝑲 + ∆𝑬𝒑 + ∆𝑼 = 𝟎
Zasada zachowania energii całkowitej!

Zasada zachowania energii należy do najbardziej podstawowych praw fizyki. Wszystkie nasze 

doświadczenia pokazują, że jest to prawo bezwzględnie obowiązujące; nie znamy wyjątków od 

tego prawa.



Zasada zachowania energii całkowitej
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▸ Jeżeli na ciało działa siła zewnętrzna (dowolna), siła zachowawcza (np. 

grawitacji) oraz niezachowawcza (np.tarcia), to można napisać:

𝐹𝑤𝑦𝑝 = 𝐹𝑧𝑒𝑤 + 𝐹𝑍 + 𝐹𝑁𝑍

a z tw. o pracy i energii: ∆𝐸𝐾 = 𝑊𝑧𝑒𝑤 +𝑊𝑍 +𝑊𝑁𝑍

czyli: ∆𝐸K = 𝑊𝑧𝑒𝑤 − ∆𝐸𝑝 − ∆𝑈

𝑾𝒛𝒆𝒘 = ∆𝑬𝑲 + ∆𝑬𝐩 + ∆𝑼

Praca siły zewnętrznej a zasada zachowania energii całkowitej

• Każda praca wykonana na ciele przez czynnik zewnętrzny równa się wzrostowi 

energii kinetycznej plus wzrost energii potencjalnej plus wzrost energii wewnętrznej.

• Cała energia została zarejestrowana. 

• Wynika z niego, że energia może być przekształcona z jednej formy w inną, ale nie 

może być wytwarzana ani niszczona; 

Energia całkowita jest wielkością stałą.


