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Cele wyktadu (pytania egzaminacyjne)

Wiedza:

Ruch po okregu jest przyktadem ruchu krzywoliniowego.

Predkosc i przyspieszenie w ruchu po okregu — zwigzek z
ruchem prostoliniowym.

Zasady dynamiki w ruchu obrotowym, moment sity.
Moment bezwladnosci.

Umiejetnosci:

Wyznaczenie predkosci i przyspieszen w ruchu obrotowym.
Obliczenia momentu bezwtadnosci dla prostych uktadow.
Wptyw wyboru osi obrotu na dynamike w ruchu obrotowym.

Zastosowania zasad zachowania energii i momentu pedu do
wyjasnienia obserwowanych zjawisk.
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Kinematyka ruchu po okregu

» Ruch punktu P po okregu jest ztozeniem ruchu w dwoch kierunkach:

x(t) = Rcos g ; (I
y(t) = Rsing [rad]

: . P(x,y)
» Ruch jednostajny po okregu — w pewnym

przedziale czasu t, punkt przebywa ten sam tuk S |
(ten sam kat) 22 i >9 )
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Ruchijednostajny po okregu vy ekl U

katowa w tez jest wektorem: V=wXTr
P = > Ay

» Parametry ruchu jednostajnego po okregu: /— \
A Y
_2m = -

. OkresT—Z [s], \ A\

+ czestotliwosé f = — [Hz] / s ag Vv
X

» Przyspieszenie dosrodkowe — zwigzane ze zmiang kierunku wektora v

» Predkosé liniowa v jest wektorem, czyli predkos$¢ Lz l
[0

( dv
a,(t) = dtx = —Rw? cos wt = —R w?x(t)
\ dv Zapamietajmy- jesli
a,(t) =—==Rw?sinwt=—Rw?y(t) wektor predkosci jest
\ dt praswie do P " prostopadty do
. — v 2 2 ad” g promienia — mamy do
czyli. a; = —R w°r czynienia z ruchem
przyspieszenie dosrodkowe skierowane obrotowym wzgledem
jest przeciwnie do wektora r pewnego punktu
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> Punkt porusza sie ruchem zmiennym, gdy w tych samygh przedziatach
7 = . ] . ra
czasu przebywa rézne odcinki (nieformalna def) {\- =~ de xyfmdl

o _
> W ruchu po okregu oznacza to, ze w = w(t) # const o [l ool
» Liczymy zatem przyspieszenie katowe, jako pochodng predkosci katowej po

czasie (def): = . . @:% < L7520 .
w (] 2 o
E=——= _2 0= QU'; @;’L
— dt dt ot~ ot

| korzystamy z analogii do wzorow z kinematyki ruchu prostoliniowego:

1
1 (t) = @y + wy t + = t? @
droga x(t) =x0+v0t+—affl\w Na

- 2 .

predkos¢ v(t) = v, + at w(t) = w, + €t "”K////
przyspieszenie - s @ ~ conSk
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Przyspieszenia w ruchu po okregu

A —_ —
» W ruchu po okregu okreslilismy dotychczas przyspieszenia: Ao — Ty (17/
).c Q{U:dc\/ [Bﬁi+1

 dosrodkowe (zmiana kier. predkosci v) 9 'Sy
- katowe (zmiana wartosci predkoéci katowej w - ofugerr
C] ( _wartosci pre 3 J)wwm.w&%@)
» Brakuje jeszcze przyspieszenia zwigzanego ze zmiang wartosci predkosci
liniowej v: Y A
rzyspieszenie styczne: . Q
przysp y . dp ol
a.,=—
*oode -
» Mamy zatem przyspieszenie
catkowite: = a; +ag
= X
» zwigzek przyspieszenia stycznego z
katowym: 2
D= R
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1. Jednorodnykrazek zaczyna obracac si¢ wokol nieruchomej osi 1 przyspiesze@e stalymYrzyspieszeniem
katowym. Poczatkowo obraca sie z predkoscia 10 obr/s. Po 60 pelnych obrotach jego predkosc¢ katowa
\-

wynosi 15 obr/s. Obliczyc: -
a) przyspieszenie katowe,e )é (o O Q /é-;_ g“
b) czas, w jakim dokonane zostalo wspomniane 60 obrotow.— =1 (/j A )/ _t . =

¢) czas potrzebny do osiagnigcia predkosci katowej 10 obr/s, «= 76/9—- NDS
d) liczbe obrotow krazka od chwili rozpoczecia ruchu do chwili, w ktorej osiagnal on predkosc katowsa

10 obr/s.
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Przyspieszenie katowe

. . e Li
» Przyspieszenie kgtowe rowniez jest wektorem.....
a,=&xT7T i €

» Mozna teraz zadac pytanie (filozoficzne):

= skoro zrodtem przyspieszenia liniowego
a jest sita, to co jest przyczyng
przyspieszenia kgtowego?

Sita kgtowa?

No... prawie. Ciato porusza sie z przyspieszeniem kgtowym, gdy dziata

MOMENT SILY

Moment sity jest jednym z nawazniejszych pojec dla kazdego mtodego inzyniera
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Moment sity

> Moment sity (moment obrotowy) informuje, jakg site i jakim miejscu nalezy

przytozycC, aby spowodowac obrot ciata |

M

M=7rXF

Moment sity F przytozonej w punkcie A, okreslony
wzgledem punktu O, jest iloczynem wektorowym
promienia wodzgcego ¥ majgcego poczgtek w
punkcie O i sity F

Wartos¢ momentu sity F obliczymy z zaleznosci:

M=r(F sina)=1r,F
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http://www.if.pw.edu.pl/~wosinska/am2/w4/segment2/main.htm

Prawa dynamiki w jezyku zmiennych katowych

» Formutowalismy juz zasady dynamiki dla:
e punktu materialnego,
 ciata, ale tylko dla srodka masy tego ciata

» Prosze teraz samodzilelnie przedstawic | || zas. dynamiki Newtona dla
obracajgcego sie ciata:

Jezeli na ciato nie dziata moment sity lub momenty sit sie rownowaza,

ciato pozostaje w spoczynku lub porusza sie ruchem ze statg
predkoscig katowa.

Jezeli na ciato dziata niezerowy wypadkowy moment sity, to porusza sie

ono z przyspieszeniem katowym € proporcjonalnym do tego momentu
sity, a odwrotnie proporcjonalnym do ..... (za chwile dokonczymy)

M x &
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Il zasada dynamiki

sita powoduje zmiane pedu

NP66%1t0%d JUSWON/MIM/BIo eIpadiim|d//-dny
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Moment_p%C4%99du

Zasada zachowania momentu pedu

» Moment pedu uktadu jest zachowany, jezeli wektorowa suma momentow sit
dziatajgcych na ten uktad wynosi zero.

Eﬁ;:O & L = const

> Przykt: podparta belka (dzwignia dwustronna, hustawka)

?1 1_;2 M)I + M)Z =0
= @ .® Fl ?1XF1+?2><F2:0

— o, v : : : .,
v M,y M, Fz momenty sit majg przeciwne zwroty (sprawdzic!):
Fy F o Fy =1y Fy = 0

jest to warunek rownowagi
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Sity, pedy i momenty

1 2as. Zasada zachowania
dynamiki
ped p=mv . z F;=0
- dp
"=
sita F-mad : = const
moment - S — —
pedu L=r Xp i EM—O(:)
M=
momentsity | M =7 X F t = const
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Moment bezwtadnosci

» QOpisywalismy do tej pory ruch punktu materialnego. Do opisu uktadu wielu
punktow lub ciat potrzeba parametru opisujgcego, jak masa roztozona jest
wzgledem pewnego punktu (np. srodka masy lub wybranego punktu obrotu).

» QOgraniczymy sie do bryt sztywnych, tzn ciat, w ktérych odlegtos¢ pomiedzy
dwoma dowolnymi punktami nie zmienia sie podczas ruchu.

MOMENT BEZWLADNOSCI: 7]
<
— 2 —
I—Zmiri I—Jrzdm s

dm %r dm

r
m O
—-@ —@ dm
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Dynamika bryty sztywnej

> Obrét brylty sztywnej wokot nieruchomej osi obrotu jest rwnoznaczny z
ruchem po okregu kazdego punktu dm z predkoscig obrotowg w i

predkoscig liniowg ¥

» Energia kinetyczna obracajgcej sig bryty: ij)

1 2 1 2,22 1 2 2

b= Y s - 3w =Sl
1

Ekz_lw2 :II C%ﬁ

2

» Energia kinetyczna obracajgcego sie ciata zalezy od
rozktadu masy wzgledem osi obrotu i wyboru osi

obrotu

» Analogicznie moment pedu: _, .
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Moment bezwtadnosci

Przyktady obliczen:

moment bezwtadnosci mozna obliczyc¢ tylko dla prostych geometrycznie uktadow:

m pret wzgledem osi przechodzacej przez srodek
o—5e
: 5 ]
I=Z:mlr,2=4md2 « di >
/2 5
I=J x?dm dm M
p —d/2 dx  x
kul — — 2
ula | = MR - fd/z . M| as Mdz
1 T d )y, T T3d|-d2 T 12
— 2
walec I 2 MR
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Moment bezwtadnosci - spostrzezenia

Twierdzenie Steinera:
Jesli znamy moment bezwtadnosci wzgledem osi obrotu
przechodzgcej przez srodek masy, to moment bezwtadnosci
wzgledem dowolnej osi rownolegtej do niej wynosi:
I=1._+ Md?

srm

» Moment bezwtadnosci jest miarg oporu jaki —
stwarza ciato przy probie wprowadzenia go w I I
ruch obrotowy. ! ’

» Zalezy od wyboru osi obrotu i rozktadu masy I

wzgledem osi obrotu.

« do uzyskania tej samej predkosci kgtowej, w
przypadku |, potrzeba mniejszej sity,

« ale drzwi lepiej otwierac przyktadajgc site
najdalej od zawiasow, bo wtedy jest nawiekszy

moment sity.
M=7r] XxXF, =71, XF,

.Obtgkowska-Mucha
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Dynamika bryty sztywnej

> Do bryty sztywnej przyktadamy site F.
Bryta moze obracac sie wokot nieruchomej osi prostopadtej do ciata, w punkcie ,O”.

> Na cialo dziata moment sity: E
M=7xF
» Ciato obraca sie zgodnie z |l zas. dyn. Newtona:
M=1I¢ = dt

» Ciato obracajgc sie o kat ¢ wykonuje prace: |
|
¢, :
W=| Mdg .

» Moc w ruchu obrotowym:
zad: dopisac¢ analogiczne

P=Mcew Wzorydlaruchu
prostoliniowego...
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Zasady zachowania w ruchu bryty sztywnej - przyktady

Zasada zachowania energii:

\Z1

— V,

AE, +AEp =0

1
Mgh+0=0+51a)2

Tw. 0 pracy i energii:

Zmiana en. kinetycznej
krgzka jest rowna pracy
wykonanej przez ciezarek

AEk:W

1
ZJAw? = Qh

Li=Lw  L=Iw,
Lo=L,, I,>1,
= w, < w,

helikopter — wirnik spycha powietrze
w dot i wytwarza site unoszacg

Roéwnania ruchu:

2 : :
NR=1]¢ zad: sformutowac
ww zasady
Ma=Q—N (zatozenie-teza)
a=¢R
A.Obtgkowska-Mucha



Przez nieruchomy krazek o promieniu R przerzucono niewazka ni¢, na ktorej koncach zamocowano
masy m; 1 m,. Moment bezwladnosci krazka wzgledem os1 obrotu wynosi I. Zakladamy, ze ni¢ nie
slizga sie. Znalez¢ przyspieszenie katowe krazka 1 sily naciggu prostoliniowych odcinkow nici w czasie
ruchu.

https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/tiki-
index.php?page=Zasada+zachowania+tmomentu+p%C4%99du
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Toczenie (na dwa sposoby)

0 » Toczenie (bez poslizgu)- ruch postepowo-obrotowy 2

|. Ztozenie ruchu postepowego srodka masy (a) i ruchu obrotowego wzgledem
srodka masy (b)

a) b) C) B 2V
o = 1 1
A A A

v
gdy koto sie nie slizga: w = =

p 21 A.Obtgkowska-Mucha



Toczenie bez poslizgu

= Ciato porusza sie ruchem obrotowym, gdy dziata na niego wypadkowy
MOMENT SILY

= Ruch obrotowy odbywa sie BEZ poslizgu, gdy predkos¢ punktu A styku ciata
z ptaszczyzng wynosi ZERO v = vg,,, — wR =0

= Jezeli ciato porusza sie bez przyspieszenia — brak poslizgu!

—

« Jjak nie ma tarcia — ciato sie zsuwa, ale nie obraca,
« jak wystepuje tarcie, ale:

- kat nachylenia jest niewielki, to tarcie jest
zawsze wieksze niz Qsina, ciato sie obraca bez
poslizgu,

* jak nie ma poslizgu, to predkos¢ A wynosi zero i
tarcie statyczne musi przeciwdziata¢ poslizgowi,
» wartosc¢ tarcia statycznego jest nieokreslona, ale

zawsze: T, < Nf = fmgcosa
ma=mgsina—T|:> b=
I€E=Tr { T

T < fmg cosa {v = wr = jezeli kat nachylenia jest wigkszy i...
B a=Er
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Statyka

» Jakie warunki muszg byc¢ spetnione, aby bryta sztywna pozostawata w
spoczynku pomimo wielu sit przytozonych do niej?

v

Ciato sztywne pozostaje w rownowadze, gdy:
* suma wektorowa wszystkich sit zewnetrznych wynosi zero,

« suma wektorowa wszystkich zewnetrznych momentéw sit (liczonych
wzgledem dowolnej osi) wynosi zero.

—

=0 N, +T,+N,+

Tl
Ql

% i =0
Z N2+M>G:O

S

in=0= My + My +

S

Uwaga na znalezienie odpowiednich
katow pomiedzy wektorami!
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