Dodatek

Dodatek zawiera uproszczone opisy transformacji wykraczających poza główny wątek rozważań przedstawionych w książce. Stanowią one doraźną pomoc dla bardziej dociekliwego Czytelnika zanim sięgnie On do bardziej wyczerpującej literatury. 

D1. Próbkowanie, ograniczanie i warianty transformacji Fouriera

Próbkowanie związane jest z ograniczeniem pasma częstotliwości od góry, gdyż twierdzenie Shannona zapewnia pełną rekonstrukcję sygnału o częstotliwości sięgającej połowy częstotliwości próbkowania. Niejednoznaczność rekonstrukcji następuje już dla przypadku częstotliwości sygnału równej częstotliwości próbkowania, gdyż amplituda sygnału zrekonstruowanego wynika z wzajemnego przesunięcia w fazie sygnału i taktu próbkowania. Rzeczywiste sygnały charakteryzują się trudną do zdefiniowania szerokością pasma, jako że oprócz składowej użytecznej o przewidywalnych własnościach uwzględnienia wymagają także zakłócenia, które ze swej natury charakteryzuje przypadkowość. Wystąpienie w próbkowanym sygnale składowych o częstotliwościach wyższych niż połowa częstotliwości próbkowania prowadzi do zjawiska aliasingu, polegającego na odwzorowaniu (odbiciu) zakresu (fp/2 ... fp) w zakres (0 ... fp/2). Dysponując ciągiem próbek nie można już rozróżnić składowych obu zakresów, dochodzi więc do zniekształcenia informacji zawartych w paśmie częstotliwości (0 ... fp/2). Wynika stąd konieczność stosowania filtrów dolnoprzepustowych (antyaliasingowych) zapewniających skuteczne tłumienie składowych, których obecność mogłaby zagrozić jednoznaczności odwzorowania. Stosowanie tych filtrów jest ściśle zalecane nawet wtedy, gdy z charakterystyki źródła sygnału użytecznego wynika niemożliwość przekroczenia połowy częstotliwości próbkowania.

Ograniczanie długości zarejestrowanego sygnału jest związane z ograniczaniem od dołu zakresu rejestrowanych częstotliwości. Jest to bezpośrednia konsekwencja zasady nieoznaczoności Heisenberga, która mówi, że do określenia częstotliwości potrzebny jest odcinek sygnału o długości co najmniej odpowiadającej okresowi tej częstotliwości. Określenie zawartości energii składowej widma możliwe jest tylko dla składowych będących wielokrotnością tej najniższej częstotliwości reprezentowanej w sygnale, gdyż dla wszystkich wartości pośrednich funkcja analizująca ejωt nie scałkuje się do zera na odcinku równym długości sygnału. Wynika z tego, że widmo sygnału ograniczonego istnieje tylko dla pewnych częstotliwości, których okres zmieści się w długości sygnału całkowitą ilość razy, jest więc widmem dyskretnym. Najniższa częstotliwość reprezentowana w sygnale (równa odwrotności jego czasu trwania) jest jednocześnie równa kwantowi częstotliwości widma dyskretnego.

Wzajemną jednoznaczność reprezentacji sygnału w dziedzinie czasu i częstotliwości najlepiej ukazuje przekształcenie Fouriera w różnych odmianach:

· ciągłe przekształcenie Fouriera (sygnał jest nieograniczony i ciągły, oraz widmo jest nieograniczone i ciągłe),

· ciągły szereg Fouriera (sygnał jest ograniczony i ciągły, a widmo jest nieograniczone i dyskretne),

· dyskretne przekształcenie Fouriera (sygnał jest nieograniczony i dyskretny, a widmo jest ograniczone i ciągłe),

· dyskretny szereg Fouriera (sygnał jest ograniczony i ciągły, oraz widmo jest ograniczone i ciągłe).

D.2 Transformacja Karhunena-Loeve

Metody reprezentacji danych z użyciem minimalnej ilości parametrów przy założonym poziomie zniekształceń bazują na takim przekształceniu układu współrzędnych, aby kierunki osi pokrywały się z głównymi cechami reprezentowanymi w sygnale. Podstawowe z tych metod to analiza składowych głównych (ang. Principal Component Analysis, PCA) oraz analiza składowych niezależnych (ang. Independent Component Analysis, ICA). Obie z nich należą do tzw. technik multiwariacyjnych, czyli wykorzystujących współzmienność danych w więcej niż jednym wymiarze. Analiza składowych głównych jest obecnie dobrze znaną metodą redukcji wymiarowości danych, a ponieważ główne składowe reprezentowane są w początkowych wymiarach, możliwa jest łatwa eliminacja nieistotnych składowych sygnału. 

Z analizą składowych głównych związana jest transformacja Karhunena-Loeve (KLT), zwana też optymalną transformacją liniową przekształcająca oryginalną reprezentację sygnału w nowy układ współrzędnych, w którym reprezentacja jest optymalna. Sama transformacja nie zmienia liczby wymiarów, ale w nowym układzie współrzędnych całkowita entropia sygnału jest zminimalizowana więc często okazuje się, że istotność informacji reprezentowanych przez dalsze wymiary jest pomijalna. Dzieje się tak wtedy, gdy w reprezentacji oryginalnej informacje w poszczególnych wymiarach są skorelowane. Dlatego transformacja Karhunena-Loeve zwana jest także dekorelacją sygnału. Transformacja jest wprawdzie zdefiniowana dla ciągłych procesów stacjonarnych, ale jej użycie do wolnozmiennych sygnałów pseudookresowych jest także dopuszczalne. 
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Transformacja polega na liniowej kombinacji n współczynników macierzy A i próbek sygnału oryginalnego
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 EMBED Equation.3  
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We wzorze tym jest reprezentacją sygnału w dziedzinie składowych głównych, natomiast A jest kwadratową macierzą transformacji o boku C, gdzie C reprezentuje ilość wektorów danych (ewolucji serca lub kanałów rejestracji). Pierwszym krokiem jest obliczenie macierzy autokowariancji Vx zespołu danych Xn: 
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gdzie M jest ilością próbek w wektorze danych a C jest ilością takich wektorów. Wektory własne macierzy Vx są nazywane składowymi głównymi i tworzą bazę transformacji wpisane jako wiersze macierzy transformacji A. Kolejne wartości własne macierzy Vx są natomiast miarą wariancji zawartej przez odpowiadające im wektory własne.

Składowa główna związana z największą wartością własną reprezentuje kierunek w przestrzeni danych w którym wariancja danych jest największa. Składowe główne są wzajemnie ortogonalne, ale nie są całkowicie niezależne. Problem statystycznej niezależności rozwiązuje dopiero analiza składowych niezależnych zakładająca zerową korelację wzajemną nie tylko drugiego rzędu, ale i wszystkich wyższych rzędów. 

Transformacja Karhunena-Loeve, mimo że dokonuje optymalnej dekorelacji sygnałów jest niechętnie używana w praktycznych implementacjach. Powodem jest szereg problemów technicznych z których najważniejszym jest, paradoksalnie, adaptacja macierzy A do przetwarzanej porcji sygnału. Najważniejsze z nich to: 

· konieczność przechowywania macierzy transformacji A wraz z sygnałem (jej wartości są  odrębnie właściwe dla każdej porcji sygnału) 

· brak algorytmu szybkiej transformacji KLT (złożoność obliczeniowa dla macierzy N(N wynosi N3)

· przetwarzanie dłuższych sekwencji sygnału zmniejsza proporcje udziału macierzy transformacji w pliku wyjściowym, ale także założenia stacjonarności są coraz gorzej spełnione

· dziedziną macierzy transformacji jest zbiór liczb rzeczywistych – w celu otrzymania reprezentacji stałoprzecinkowej można albo zaokrąglać jej wartości co prowadzi do niedokładnej rekonstrukcji sygnału albo obliczyć suboptymalną macierz o wartościach całkowitych, co z kolei psuje własności dekorelacji i wymaga dodatkowych nakładów obliczeniowych 

D.3 Dyskretna transformacja kosinusowa
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Alternatywne podejście do problemu dekorelacji polega na wykorzystaniu dyskretnej transformacji kosinusowej (ang. Discrete Cosine Transform DCT). Wejściowym zestawem próbek                                                        jest ciąg próbek o tych samych numerach we wszystkich C wektorach danych. Dla takiej sekwencji DCT jest zdefiniowana jako: 
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gdzie k = 0, 1, 2, ... C-1, (k = 1 dla k = 0 a w dla pozostałych k (k = 2.

Transformacja kosinusowa jest transformacją suboptymalną i w granicy zaledwie przybliża rezultaty dekorelacji osiągane za pomocą KLT. Tym niemniej, dzięki wysokiej efektywności obliczeniowej i łatwości implementacji, to ona jest powszechnie stosowana do realizacji dekorelacji sygnałów. Do zalet DCT należą: 

· użycie standardowej funkcji cosinus, co wyklucza konieczność każdorazowego obliczania i przechowywania macierzy transformacji 

· możliwość obliczania za pomocą szybkiego algorytmu o złożoności (N log N)

· realizacja sprzętowa przez niektóre procesory sygnałowe
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