Przedmiot: Matematyka w projektowaniu sieci i systeméw

Prowadzacy: Piotr Chotda piotr.cholda@agh.edu.pl
Kierunek: Teleinformatyka
Semestr: II sem. (zimowy) studiéw magisterskich

Konspekt

Piotr Cholda
14 listopada 2017

1 Programowanie liniowe — podstawy teoretyczne

1.1 Optymalizacja z uzyciem programowania liniowego LP
(linear programming)

1. Programowanie liniowe: postaé¢ ogdlna zadania.

2. Programowanie liniowe: postaé¢ standardowa zadania (standard form):

e MIN:
* Z2= Zj:1,27...,n CjTy

e S.t.
* Zj:1,2,m,n Q;T5 = b, 1=1,2,....,m;
* x; >0 i=12...,n
* r; €R 7=12...,n.

i jej sformulowanie macierzowe':

e MIN:
T

* z = c¢'x (czesto pomija sie oznaczanie transpozycji, poniewaz
zazwyczaj wiadomo, o co chodzi; dlatego pisze si¢ tez: z = cx).

e Sit.
* Ax =Db;
* x> 0.

mozna to zapisa¢ kompaktowo: z = max{cx: Ax =b Ax > 0}.

3. Sprowadzanie dowolnego zadania programowania liniowego do postaci stan-
dardowej.

4. Programowanie liniowe: posta¢ kanoniczna/normalna zadania (canonical
form).

5. Zaleznos¢ miedzy funkcja celu i ograniczeniami dla programowania linio-
wego — rézne mozliwodci nt. istnienia rozwigzan:

x1
T2
W tym przypadku wektor oznacza dla nas ,wektor kolumnowy”, np. x =

Tn
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istnieje jedno rozwiazanie dopuszczalne, ktére oczywiscie jest opty-
malne;

istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan dopuszczalnych, w tym jedno
jest optymalne;

istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan dopuszczalnych, w tym nie-
skonczenie wiele optymalnych;

problem jest nierozwiazywalny (infeasible), tj. sprzeczny (zalozenia/ograniczenia
sa sprzeczne 1 zbiér rozwiazan dopuszcezalnych jest pusty): zero roz-
wiazan dopuszczalnych;

problem jest nieograniczony (unbounded): dla kazdego rozwiazania
dopuszczalnego mozna znalez¢ inne rozwiagzanie dopuszczalne o jesz-
cze lepszej wartosci funkcji celu — nieskonczenie wiele rozwiazan
dopuszczalnych, ale zero rozwiazan optymalnych.

6. Prosta (line) i hiperplaszczyzna (hyperplane). Polplaszczyzna (half-plane)
i pOlprzestrzen (half-space).

7. Przestrzen rozwiazan dopuszczalnych / zbiér dopuszcezalny (solution space)
zadania programowania liniowego. Wielokat wypukly (convez polyhedron),
powloka/obwiednia/otoczka wypukla (conver hull), wielokomérka (poly-
tope).

8. Wierzcholek wielokata — punkt ekstremalny (extreme point).

9. Kombinacja wypukla (convex combination). Twierdzenie Caratheodory’ego
o powlokach wypuklych podzbioréw przestrzeni euklidesowych.

10. Graficzny sposéb rozwiazywania zadan programowania liniowego dla pro-
stych problemoéw.

11. Podstawowy sposob rozwiazywania zadan programowania liniowego (Geo-
rge Dantzig 1947 — metoda sympleks lub symplekséw albo algorytm sym-
pleksowy, simplex algorithm):

sympleks (simplez);

macierz bazowa (basis matriz), rozwiazanie bazowe (basis solution),
dopuszczalne rozwiazanie bazowe (feasible basis solution);

zrewidowany algorytm sympleksowy (revised simplex algorithm);

wladciwosci rozwiazania optymalnego — liczba niezerowych zmien-
nych w rozwigzaniu optymalnym;

potencjalne trudnosci zwiazane z dzialaniem algorytmu.

12. Inne metody rozwiazywania probleméw programowania liniowego (metoda
elipsoidalna Chaczjana 1979, algorytm projekcyjny Karmarkara 1984).

1.2 Zadania

e Pewien problem optymalizacyjny zadano w nastepujacy sposéb:

* funkcja celu: min z = 2z1 + 2z9
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Rysunek 1: Przykladowy graf wazony

* ograniczenia:
* 1 <5
* X9 <5
x Ar1+ Bay < C

Prosze¢ podaé takie przyktadowe wartosci A, B i C (4, B,C € R~ {0}),
ze ten problem nie bedzie mial rozwiazania.

e Na rys. 1 dany jest graf prosty wazony (wartosci wag w prostokacikach
nalezy zastapi¢ wartosciami reprezentowanymi przez cyfry numeru wta-
snego indeksu, gdzie numer indekstu to fedcba). Prosze znalezé drzewo
najkrotszych Sciezek z korzenia r, a nastepnie sformutowaé w postaci za-
dania programowania liniowego LP problem poszukiwania tego drzewa
(indeksy, stale, zmienne, funkcje celu i ograniczenia prosze dobraé¢ dla
tego konkretnego grafu). Jesli to potrzebne, kazda krawedz grafu prostego
mozna zastapi¢ para tukéw przeciwnie skierowanych o tej samej wadze.

e Narys. 1 dany jest graf prosty wazony (warto$ci wag w prostokacikach na-
lezy zastapi¢ wartosciami reprezentowanymi przez cyfry numeru wlasnego
indeksu, gdzie numer indekstu to fedcba). Prosze znaleZé minimalne roz-
cigcie miedzy ni i ns, a nastepnie sformutowaé w postaci zadania progra-
mowania liniowego LP problem poszukiwania tego minimalnego rozciecia
(indeksy, stale, zmienne, funkcje celu i ograniczenia prosze dobra¢ dla
tego konkretnego grafu). Jesli to potrzebne, kazda krawedz grafu prostego
mozna zastapi¢ para hukéw przeciwnie skierowanych o tej samej wadze.

e Niech z;; przyjmuje warto$¢ 1, jesli ruter ¢ jest fizyczne potaczony z rute-
rem j (w przeciwnym przypadku x;; przyjmuje warto$é 0). Niech w naszej
sieci bedzie N ruteréw. Jak mozna zinterpretowaé ponizsze ograniczenia,
tlumaczac je inzynierowi zajmujacemu sie konfiguracja ruteréw?

l‘”:O i:1,2,...,N
S <5 i=1,2,...,N
Y >1 i=1,2,...,N

e W kazdym z N interesujacych nasze przedsiebiorstwo miast instalujemy
rutery. Niech z;; przyjmuje wartos¢ 1, jesli nasze przedsigbiorstwo instaluje
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rutery produkowane przez firme oznaczona indeksem i w miescie indekso-
wanym za pomoca j (w przeciwnym przypadku z;; przyjmuje wartosé¢ 0).
Na rynku mamy P firm produkujacych rutery. Jak mozna zinterpretowac
ponizsze ograniczenia, ttumaczac je inzynierowi zajmujacem sie instalacja
ruteréow?

Sy >2 j=1,2,....N

e W kazdym z P interesujacych nas miast nasze przedsigbiorstwo instaluje
koncentratory. Niech x;; oznacza liczbe klientéw przylaczonych do koncen-
tratora w mieécie indeksowanym za pomoca j, ale tylko takich klientow,
ktérzy wykupili klase obshugi QoS oznaczang indeksem i. Nasze przed-
sigbiorstwo obshluguje N typdéw klas obstugi. Jak mozna zinterpretowac
ponizsze ograniczenia, ttumaczac je inzynierowi instalujacemu koncentra-
tory?

Zi\igxij:xlj j:1,2,...,P

1.3 Lektury

1.3.1 Material wykladu

Zagadnienia omowione w ramach tego wykltadu sa w duzym stopniu opisane w
nastepujacej ksiazce:

e Michal Piéro and Deepankar Medhi. Routing, Flow and Capacity Design
in Communication and Computer Networks. Morgan Kaufmann Publishers—
Elsevier, San Francisco, CA, 2004: appendix C.3.
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