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CALKA NIEOZNACZONA
f:R>oI— R, gdzie I — przedziat (zbidr spojny)
Def. Funkcja pierwotng funkcji f nazywamy funkcje F taka, ze V _; F'(x)= f(x).

Warunkiem koniecznym istnienia dla funkcji f funkcji pierwotnej jest posiadanie przez f
wlasnosci Darboux (wige f nie moze mie¢ nieciggtosci I-go rodzaju). (zobacz Dodatek -na koncu tego

wyktadu)
Warunkiem wystarczajacym istnienia dla funkcji f funkcji pierwotnej jest ciggto$¢ funkeji f.

tatwo pokazac, ze
e jezeli F jest funkcjg pierwotng funkcji £, to F+c rowniez jest funkcjg pierwotng funkcji f
o dwie funkcje pierwotne F; 1 F, funkcji f mogg si¢ r6ézni¢ jedynie o stalg c.

Def. Zbior wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f na przedziale / nazywamy catka nieoznaczona
funkcji f na tym przedziale i oznaczamy j f(x)dx .

Uwaga: funkcje e , S x , € nie posiadajg funkcji pierwotnych w klasie funkcji elementarnych.
X X

Wzory podstawowe: (w przedziatach, w ktorych fi F sg okre$lone)

Ide=c=c0nst Ixadxz Tre ax-1
a+l1
1
I—dx=1n|x| +c J.exdxzex +c
X
aX
jaxdxz +c Isinxdxz—cosx+c
na
Icosxdxzsinx+c J. —dx=tgx+c
Cos” x
J.—dx——ctgx+c J. —dx = arctgx +c

sin” x 1+x

I mdx = arcsinx + ¢ Iﬂdx In| £ (x)| + ¢
Prawdziwe sa takze nastepujace wzory

[ reod]'= £

[ f'Godx=f(x)+e

[(af o)+ Be(o)lix=a[ f(x)dx + B[ g(x)dx

Uwaga. Pochodna catki (czyli zbioru funkcji pierwotnych), to zbioér pochodnych poszczegdlnych
funkcji pierwotnych- wszystkie te pochodne sa rowne f wiec dla prostoty piszemy f
Suma catek jest rozumiana jako algebraiczna suma zbiorow.
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Metody calkowania
L. Przez czesci: (bezposrednio z wzoru na rézniczkowanie iloczynu)
Tw.  Jezeli funkcje f 1 g majg ciagte pochodne w 7, to If(x)g'(x)dx = f(x)g(x)— If'(x)g(x)dx

f@=x  fix)=1
g'x)=e" gx)=e

Przyklad Ixexdx = =xe' —e' +c¢

Wzory rekurencyjne (wyprowadzane z catkowania przez czg$ci):

R®) I dxz - — xz +2n_3j dj; n>?2
(I+x*)" 2n=2Q0+x>)"" 2n=-29 Q+x*)""!
®) .[Sinn wdx =~ cos xsin™ x + 11 Isin’”xdx
n n
© ICOS" wedx =L sin xcos™ x4 1] Icos”’zxdx
n n
1 2 2 2
Dow. (R) [ . | d S L S
X oo 1
|97 Fe=y I T I S
g,(x)=2—xz g(x)= 1+ x*)™"! A+xH)"" 2n-1(01+xH)""
(1+x7)" -n+1

1 1 dx 1 x 1 dx
s _[ I Tved _[ 2\l
21-nY (1+x°)" 2n—-2 (1+x7)" 2n=2 N (1+x°)"

II. Przez podstawienie (ze wzoru na rézniczkowanie funkcji ztozonej)
[ rdx=[ flp@)p' e
Tw: (o catkowaniu przez postawienie x = @(¢))
Jezeli:
1° ¢:T — X jest rozniczkowalnym 1 wzajemnie jednoznacznym (bijektywnym)
przeksztalceniem przedziatu 7 na przedziat X,
2° funkcja f: X — R ma funkcj¢ pierwotng na przedziale X,

to: [ f(0de= [ flp@)p'(t)dr , gdzie t =™ (x)

Dowdd. Funkcja F(¢(f)) bedaca zlozeniem funkcji rézniczkowalnych jest rézniczkowalna na 7' i
prawdziwy jest wzér [F(p(t)] = F (p(t)¢ (1) = f (@)@ (1), skad mamy
I F (@) (H)dt = F(p(t)) + ¢ na przedziale T. Z zalozenia 2 mamy I f(x)dx=F(x)+c na
przedziale X. Z zalozonej wzajemnej jednoznacznosci ¢, istnieje funkcja odwrotna ¢ ': X—T .
Po podstawieniu =@ ' (x) do F(¢(t)) otrzymujemy F(p(p ' (x)))=F(x) , wigc

[ redx=[ flp@ne e, przy czym  =p7 ().

Tw. (o catkowaniu prze podstawienie y = h(x))
Jezeli:
1o h: X —>Y jest rézniczkowalnym odwzorowaniem przedziatu X na ¥,
2° funkcja g:Y — R ma funkcj¢ pierwotna G na ¥,
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to: [ g(h)'(x)dx = [ g(v)dy, gdzie y = h(x)
Dowod. Podobnie jak poprzednio wystarczy zauwazy¢, ze funkcja G(h(x)) jest funkcja pierwotng

funkcji g(h(x))h (x) na przedziale X , wicc I g(h(x)h (x)dx = G(h(x)y+c = Ig(y)dy ,
gdzie y=h(x).

Oba wyprowadzone wzory na catkowanie przez podstawienie, z pozoru identyczne, sa jednak istotnie rozne. Jesli
wezmiemy pod uwage, ze rozwazanym zagadnieniem jest wyznaczenie catki funkcji okreslonej na przedziale X, to w
pierwszym przypadku wymagana jest odwracalno$¢ funkcji definiujacej podstawienie (zwane wstecznym) a w

drugim nie. Drugie podstawienie (w przod) wymaga natomiast specjalnej postaci funkcji podcatkowe;.

. . xe(- 11)
X=S8Inf <t =arcsinx
Przyklad J‘ 1-x%dx= J‘\/l—sm t costdt =
dx = costdt te| ——;—
B ) (wzbr C) 1 . 1 . x 3
—Icos tdt = —+—sintcost+c =—arcsinx +—+v1—x" +c¢
2 2 t=arcsin x 2

Calkowanie funkcji wymiernych

L(x)

Funkcja wymierna to funkcja f(x) ZW)’ gdzie licznik i mianownik to wielomiany wzglednie
X

pierwsze. Jezeli stopien wielomianu L jest mniejszy od stopnia wielomianu M ( s#(L)<st(M) ), to
funkcje wymierng (( )) nazywamy funkcja wymierng wlasciwg.
X

Jezeli st(L)=st(M), to wykonujac dzielenie wielomiandéw otrzymujemy nast¢pujace przedstawienie
Ly, RO
M(x) M(x)
jak catkowa¢ funkcje wymierng wlasciwag

i st(R)<st(M). Aby scatkowa¢ dowolng funkcje wymierng wystarczy pokazaé

Wiadomo z algebry, ze funkcje wymierng wlasciwa mozna przedstawi¢ w postaci sumy utamkow
prostych pierwszego i drugiego rodzaju.

. 4. utamek prosty I-go rodzaju

(x—a)*
Bx+C

m , A= p2 - 4q <0 -ulamek prosty II-gO rOdZﬁju

L(x) 4, A, A, Bx+C, B x+C,
p > - = + 2+.”+—k oot > 4o+ > -
x-a)*x"+px+q)'.. x—a (x—a) (x—a) X"+ px+gq (x"+px+9q)
. . o 5x7—llx
Przyklad Roztozy¢ na utamki proste funkcje

(x-D2(x*+2)
Z uwagi na posta¢ mianownika rozktad jest nastgpujacy
5x% —11x A B Cx+D
2,2 - + > T ’
(x-D"(x"+2) x-1 (x-1 x°+2
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skad po przemnozeniu obu stron przez (x-1)%(x*+2) otrzymujemy tozsamo$¢ (rownosé dla kazdego x)

5x%11x = A(x-1)(*+2)+ B +2)HCx+D)(x-1)* ,
stad po uporzadkowaniu otrzymujemy rownowazna tozsamosc¢

5x%11x = (A+ O +(-A+B-2C+D)x*+(24+C-2D)x +(-2A+2B+D).
Poréwnanie odpowiednich wspotczynnikéw prowadzi do uktadu

A+C=0
-A+B-2C+D=5
24+C-2D=-11

—2A4+2B+D=0

Stale 4,B,Ci D mozna szybciej wyznaczy¢ wstawiajac do tozsamosci
5x%-1 Lx=A(x-1)(x*+2)+ B +2)+(Cx+D)(x-1)*
miejsce zerowe dwumianu x-1 tzn. x=1 uzyskujac proste rownanie -6=35, skad natychmiast dostajemy B = -2. Wstawiajac do
powyzszej rownosci B = -2 1 grupujac po lewej stronie wyrazy nie zawierajace nieznanych statych otrzymujemy
71 Lx+H4=A(x-1)(r*+2)+(Cx+D) (x-1)%
Wida¢, ze wielomian po prawej stronie jest podzielny przez dwumian (x-1). Wobec tego wielomian po lewej stronie rowniez
musi by¢ podzielny przez ten dwumian, co oznacza ze x=1 musi by¢ pierwiastkiem tego wielomianu. Jest to pewna forma
kontroli poprawnosci dotychczasowych obliczen. Po wykonaniu dzielenia obu stron przez (x-1) otrzymujemy rownos¢
Tx-4=A(x*+2)H Cx+D)(x-1),
z ktorej po podstawieniu x=1 otrzymujemy 3=34 ,wiec A=1. Wstawiajac uzyskana stala do powyzszej réwnosci, po
zgrupowaniu wyrazéw nie zawierajacych nieznanych stalych po lewej stronie otrzymujemy
- +7x-6= (Cx+D)(x-1).
Znowu wida¢, ze skoro wielomian po prawej stronie jest podzielny przez (x-1), to wielomian po lewej stronie rowniez musi
by¢ podzielny przez (x-1) (fatwo sprawdzi¢, ze x=1 jest pierwiastkiem wielomianu po lewej stronie). Wykonujac dzielenie
obu stron przez (x-1) otrzymujemy
-x+6=Cx+D , skad C=-1 i D=6.
Wida¢, ze wykonujac opisane operacje mozna wyznaczy¢ stale 4,,...,4; zwiazane z czynnikiem (x-a)".
State B,...,B,,C\,...,C, zwigzane z czynnikiem (x*+px+q)" moga byé wyznaczone w ten sam sposob poprzez podstawienie do
rownosci wiclomianowej  zespolonego pierwiastka rownania x*+px+g=0 i zastapienie dzielenia wiclomianéw przez
dwumian x-a dzieleniem przez trojmian x*+px-+q.
Innym sposobem wyznaczania nieznanych wspolczynnikow jest wykorzystanie faktu, ze rowno$¢ wielomianéw pociaga za
soba rowno$¢ ich pochodnych (ktére sa wielomianami stopnia o 1 nizszego niz wyj$ciowe wielomiany. Wracajac do
rozwazanego wczesniej przyktadu
5x%-11x=A(x-1)(x*+2)+ B(x*+2)H Cx+D)(x-1)*
wstawiajac x=1 otrzymujemy B = -2. R6zniczkujac obustronnie powyzsza tozsamo$¢ otrzymujemy
10x-11=4(x*+2)+2 Ax(x-1)+ 2Bx +C(x-1)*+ 2Cx(x-1).
Obliczajac wartosci lewej 1 prawej strony dla x=1 otrzymujemy -1=34-4 wigc, tak jak poprzednio, A=1.
Biorgc pod uwage mozliwos¢ przedstawienia funkcji wymiernej wlasciwej w postaci sumy utamkow prostych pierwszego i
drugiego rodzaju mozemy sprowadzi¢ catkowanie funkcji wymiernej do calkowania wielomianu i catkowania utamkow
prostych.

, ktorego rozwigzaniem jest A=1, B=-2, C=-1, D=6.

Calkowanie ulamkow prostych

y Alnjx—d|+c dlak=1

=|=dr=4|t"dt=
'[tk .[ lAk(x—a)1k+c dlak =1

t=x—a

I-rodzaju j de =
dt =dx

(x—a)*

dx

II-rodzaju —
(x*+px+qg)°

J‘ Bx+C bc—ﬁj‘ 2x+p

= x +(C -2
(x* +px+q)" 2 (x? +px+q)" 2 )I

=L +(C-D),,

] :J‘ 2x+p dy — t=x"+px+gq z.[ﬁ: In(x* + px+¢q)+c, dlan=1
(x* + px+q)" dt =(2x+ p)dx t" ﬁ(x2+px+q)17"+c, dlan>1"
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] _.[ dx _.[ dx 3 o _( 5 jznl.[ dt
2= 2 n 2 W - hd - _ 2 n "
(x* + px+q) ((x+§)2 +(q_p7)) die 2 4q-p (tz +1)

Do ostatniej catki stosujemy wzor rekurencyjny (R)

Calkowanie funkcji wymiernych wzgledem sinusa i cosinusa

.[ R(sin x, cos x)dx , gdzie R(u,v) jest funkcjg wymierng zmiennych u i v

Catke powyzszej postaci mozna sprowadzi¢ do catki funkcji wymiernej za pomocg tzw. podstawienia
uniwersalnego

x =2arctgt 2t 1—tg?
t=tg£, (—7z<x<7z) , 2dt sinx=—=2, cosx= 2
2 dx = 1+tg2 S lrtg?
14122
2t 1—-¢*) 2dt
Stad R(sinx,cosx)dx=| R , .
j ) j (1+t2 1+t2J1+t2

Ostatnia calka jest catka z funkcji wymiernej (ztozenie funkcji wymiernych jest funkcjg wymierng)

Proyklad. [, = Lo L Ly e

3sinx+4cos x 320 g1 1442 2 7%171 5yt 5)i2 5
l+r2 l+r2 2

tg2+]

= {glee t= tg %} = % In | tgX-2

|+c.

W pewnych szczegblnych przypadkach obliczenia mozna uproscic stosujac inne podstawienie:
1° R(—sinx,cosx)=—R(sinx,cosx) ¢=cosx
2° R(sinx,—cosx) =—R(sinx,cosx) ¢=sinx
3° R(-sinx,—cosx) = R(sinx,cosx) ¢=tgx

3
Przyklad J‘ sin’xdx _ (1-cos? x)sinx dx[ m(ua V) = IZVZ

2 2 .
Ireosx Ireos™x t=cosx, dt =—sinxdx

=J‘%dt=.[dt—2.[%==

t—2arctgt +c= {gdzie ¢ =cosx }= cos x - 2arctg cos x + c.

Obliczajac ta catke podstawieniem uniwersalnym otrzymujemy po nieco dhuzszych rachunkach

otrzymujemy

sin’xdx  f L 1 8 _ { _ 2 }_ 4u [ 2 _
_[1+coszx - {t =1g 2}_ (2 +1)2 (4 +1) dt=w=t"f= (u+D)? (u +1) dt = (u+1)? + (u?+1) dt =

=—2_ 4 2arctg(tg’ ¥) +c.

1+tg2§

Wynik ten pozornie rézni si¢ od poprzedniego. Poprzez rdzniczkowanie mozna wykaza¢, ze na dowolnym przedziale okre§lonosci obu
funkcji, ich pochodne sg identyczne. Ponadto, punkty osobliwe (punkty w ktérych tg % jest nieokreslony) pojawiajace si¢ w ostatniej catce,

sg osobliwo$ciami usuwalnymi, tzn. istnieja granice funkcji w tych punktach , wigc mozna funkcje w naturalny sposob przediuzyc

przyjmujac wartosci rowne odpowiednim granicom.
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Calkowanie pewnych funkcji niewymiernych
Calki postaci .[ R(x, 4/ “tLydx ,  gdzie R(u,v) jest funkcje wymierng argumentow u , v i  ad-bc#0
sprowadzamy do catki funkcji wymiernej przez podstawienie

d—b nt"~ (ad—bc)

— +b A = =
t==n ,Z;W , zktérego wyznaczamy X =T a? dx = (~t"c+a)?

tcta

(”d bc) dt . Ostatnia calka jest catkg funkcji wymierne;.

Wobec tego.[‘.R(x Rladyde = [R(EEE = Cer

_la _
t= 2x 1 }—Iﬁd[—

dx _ dx —
Przyklad '.[%/2):7174\/2):71 - .[ F2x-1)* (21 {x — z‘22+1 L dx = 6! dt -1

:6I(t7 0 1 P D) dE =6 L S -1+, gdzie ="32x 1.

Calki postaci j R(x,Vax® +bx+c)dx, gdzie R(u,v) jest funkcje wymierng argumentdow u i v,

sprowadzamy do catki funkcji wymiernej przez jedno z niewykluczajacych si¢ wzajemnie podstawien

Eulera:

1. Vax* +bx+c=t—+ax, gdy a>0,
2. Jax® +bx+c=n—-Jc, gdy >0,

3. Aax® +bx+c =\/a(x—x1)(x—x2) =t(x—-x,), gdy A>0.

2 4 _ 1’4 ,
Przyklad .[7”2 dx = NxT+2x+4=t—-x, x= 2(z+1) :J~ sz) 25
“J o xPiax+4 d = 24 242+4 dt, /xz +0x 44 =f— =4 1 212t+4 'zfi’ff 2(1+1)2

2(1+1)2 2(t+1) 2(z+1)

=1Lt g =1 jdt+ —3 =Lt n |t +1]+2- L+ {gdzie t =x+x* +2x+4} =

(t+1) Hl (t+1)

= (x4 x? +2x+4) +In|x+1+/x? +2x + 4 |+’ﬁ+c=
x4+ X242 x+
=x? +2x+4 +In|x+1+~/x> +2x+4|+c

NP+ 2x+4=xt-2, x=422

t°-1

j x+2 dx —
2
Ten sam przyklad Vat2wed d = 2D g 32 1044 = ACHD

(212 21
- z+2111 —
B .[(zz -1)? .[( dt =

(- 1) tart (t+ 1>2

VxZ+2x+4+2 }

X

3

t+1 +T

t-1

= In}*= —+c{gdzie t =
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Calka dwumienna Ix’ (a + bx* )p dx r,s,p-wymierne

Catke dwumienng potrafimy sprowadzi¢ przez podane obok podstawienia do catki funkcji wymiernej

tylko w trzech przypadkach

1. p calkowite, x=u", gdzie k - wspdlny mianownik utamkéw 7 i s.
2. ! catkowite, a+bx’ =u", gdzie n - mianownik utamka p.
s
. +bx* . . .
3. r+l + p catkowite, a sx =u", gdzie n - mianownik utamka p.

N X

1 3
X = 2 — 2 = l-x = 2 = 1 = _=2udu_ }—_ — I du =
Przyklad . I o dx Ix (1-x) 2dx {T U, X = ,dx EmE 2 T

=—2I;’—”z‘+2]%=%+2arctgu+c{gdzie u=.[1}=2 [~ +2arctg [ X +c.

Dodatek

Przyktad funkcji r6zniczkowalnej o nieciagtej pochodne;.

7 .
x“sint; x
X

#0 S1 g . - . Rsind .
. Widaé ze f'(0)=1lim "L = lim 2 b =limhsind =0.
DX = 0, h—0 h—0 h—0

Niech f(x)= {

L—cost;x#0

Wobec tego f'(x)= {2)6 s

0 0 . Funkcja f jest wszgdzie rozniczkowalna
; x=0;

natomiast jej pochodna ' nie jest ciggla w punkcie 0, gdyz granica lim /" (x) nie

istnieje.

Twierdzenie. Pochodna funkcji r6zniczkowalnej na przedziale [a,5] ma wlasno$¢

Darboux tzn.
f'(@)y< A< f'(b)=>3ce(a,b) f'(c)=A

Dowdd. Rozwazmy funkcje g(x) = f(x)— Axokreslong na [a,b]. Wida¢, ze

e g'(a)=f'(a)— A <0, wicc funkcja g jest malejaca w pewnym prawostronnym sasiedztwie punktu a.

e g'(b)=f"(b)—A>0, wiec funkcja g jest rosngca w pewnym lewostronnym_ sasiedztwie punktu b.
Wynika stad Ze ciggta (bo rézniczkowalna) funkcja g osiaga w pewnym punkcie ¢ € (a,b) kres dolny
(minimum globalne wi¢c i lokalne) zbioru swoich warto$ci. Stad z tw. Frermata

Jc e (a,b) g'(c)=0, co implikuje 3c e (a,b) f'(c)=A.



