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Ciaglos¢ funkcji w punkcie

Def.  Funkcje f : R > D — R nazywamy ciaglta w punkcie x, € D jezeli
e Heine Vi ep Imx, =x; = lim f(x,) = f(x,)
" n—0 n—o

e Cauchy V0350V ep X=X, [£0=|f(x)=f(x,) =S¢

>0

Uwaga: Punktx, € D ale nie musi by¢ punktem skupienia zbioru D. Jezeli X, € D jest punktem
izolowanym zbioru D, to z definicji funkcja jest ciagta w punkcie izolowanym. Jezeli
natomiast x, € D jest punktem skupienia zbioru D, to z definicji funkcja jest ciagla w

punkcie skupienia < lim f(x)= f(x,).

Ciaglos$¢ punktowa funkcji f:R>D—> R

Def. Funkcja f : R > D — R jest punktowo ciagla w D, jezeli jest ciagla w kazdym punkcie zbioru
©) VxleDv 35(x1,5)>0vxzeD X, —x, 0= f(x) - f(xy)[€e

>0

D, czyli . .
M) V.,V limx, = x = lim £(x,) = £(x)

Ciaglos¢ jednostajna

Def. Funkcja f jest jednostajnie ciagla w D gdy
V03550V en Vep [ X1 =X K0 =] f(x) = f(xy) < €

>0 x;€D
Bezposrednio z definicji otrzymujemy korzystajac z tautologii {3x Vy : o(x,))} = {Vy Ix: @(x,p)}

Tw. Jezeli fjest jednostajnie ciagla na D , to f jest punktowo ciagla na D.

Problem. Jak praktycznie bada¢ jednostajng ciaglos¢ funkcji?
Uzytecznym pojeciem jest tzw. modut ciaglosci funkcji.
Def. Modutem ciagto$ci funkcji f : R © D — R nazywamy funkcje
df
@ (0)=0(f,8)=sup{| f(x,) = f(x;)[:x;,x, €D A |x;, =X, [< ]}

Tw. Funkcja f : R © D — R jest jednostajnie ciagta na D < iiné wo(f,A)=0
—

Dowéd . f :R > D — R jest jednostajnie ciagta na D
g
Vo030 VseaVyeu X =y £ = fF() - f() £ &
g
Vs0d50V ass @(f,8) <€
g

ilil%a)(f,A)zo
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Przyklad. Pokaza¢, ze f(x)= Jx jest jednostajnie ciagta na przedziale D=[0,0)

O 8)= sup {x, = [ 1% =y [€A} =sup{|x+ A =x |} =supl i) < <A _/a

Xi,X,€D x20

Stad iin(l) o(f,A)=0, wigc fjest jednostajnie ciagta na przedziale [0,0).

Twierdzenia o funkcjach ciaglych

Tw. (Weierstrassa) Jezeli funkcja f : R D [a,b] — R jest ciagta na [a,b], to f— ograniczona i

A etany PSS () = sup J@)1 f(xy)= inf f(x)

xela,b]
Dowdd. Ograniczono$é od gory. Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze funkcja f'nie jest ograniczona

od gory. Istnieje wige ciag (x,)c[a,b] taki ze lim f(x, ) =oo. Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa
n—>0

wynika, ze 2z ograniczonego ciagu (x,) mozna wybra¢ podciag (xnk) zbiezny tzn.

limx, =cela,b].Z ciagtosci funkcji / otrzymujemy llim S(x, )= f(c), cojest w sprzecznosci z

k—x

faktem llim S(x, )= (kazdy podciag ciagu rozbieznego do nieskoficzonosci jest rozbiezny do

nieskonczonosci).

Osiaganie kresu gornego M = sup f(x). Jesli kres gorny M zbioru warto$ci funkcji nie jest
xela,b)

osiagniety, to jest on punktem skupienia zbioru wartosci funkcji. Istnieje wige ciag (x,)[a,b] taki ze

lim f(x,) = M . Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa istnieje podciag zbiezny limx, =c €[a,b].
n—0 k—o0

Z ciaglosci funkcji f otrzymujemy 11{1_r)g S(x,)=f(c)=

Tw. (Darboux) (o przyjmowaniu wartosci posrednich)

Jezeli f:R > 1 — R - ciagla na przedziale 7, to

Ve Vyer S)<y<fx)=3,4 y=f(x)
Dowdd. Rozwazmy pomocnicza funkcje g(x)=f(x)-y. Funkcja g przyjmuje na koncach przedzialu
[l,,p1] gdzie [, = min{x,,x,}i p, = max{x,,x,} wartosci roznych znakow, tzn. g(/,)g(p,) <O0.
Niech s; bedzie srodkiem przedziatu [/,,p]. Jesli g(s;)=0, to twierdzenie zostato udowodnione. W
przeciwnym przypadku rozwazamy przedzial [1,,p,] zastepujac jeden z koncow /;, p; punktem s; tak,
aby g(/,)g(p,) <0. Powtarzamy powyzsza procedurg konstruujac ciag przedziatow [/,,p,] i ich
srodkow s,,. Jesli dla pewnego n otrzymamy g(s,)=0, to twierdzenie jest udowodnione. Jesli nie, to
skonstruowali$§my dwa ciagi zbiezne: niemalejacy i ograniczony od gory (/,) oraz nierosnacy i

ograniczony od dotu (p,) przy czym hm( p,—1l)= llm 2ol = (), Stad lim/, = hm np, =x. Ztw. o

n-1
2 n—0
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zachowaniu stabej nieréwnosci w granicy otrzymujemy g>(x) < 0, wigc g(x) =0, co konczy

dowad.

Tw. (Cantora) Funkcja f: R ©[a,b] > R - ciagla na przedziale domknigtym [a,b] jest

jednostajnie ciagla na [a,b]

Dow: (nie wprost.) Nieprawda, ze fjest jednostajnie ciaglta <
~ lv5>035>0vxe[ab veqany | X=X <O =] f(0)— f(x) < 5J<:>
38>0v5>03xe[ab Jeqap [ X=X[<O A f(x)=f(x') |2 &. Dla kazdego &, czyli w szczegdlnosci dla

5=1/n tez istnicja ciagi (x,), (x,) takie, e | x, —x, [<L 1| f(x,)— f(x,)[> & (istnicje takic &).

Poniewaz (x,) jest ciagiem w [a,b], wigc mozna z niego wybra¢ podciag zbiezny x, —c.Z warunku trojkata
mamy | x;k —clg x,;k —-x, |+]x, —c|, skad wynika, ze x;k — ¢ . Z ciaglosci funkcji f mamy
f(x,)—> fo) i f(xnk) = f(0), wige | f(x,) —f(x;lk) |> 0), co przeczy  warunkowi
| f(x)=f(x,) 2 & vn

Tw: (o lokalnym zachowaniu znaku )
Jezeli funkcja f : R O (a,b) = R - ciagla na przedziale otwartym (a.,b) , xoe(a,b) if(x,)>0,
to istnieje otoczenie punktu x, (powiedzmy K(x(,0)) takie, ze Vxe K(x(,0) f(x)>0.

Dowod. (nie wprost) gdyby w kazdym otoczeniu punktu X, istniaty punkty w ktorych f(x) < 0, to istnieje
ciag tych punktow , zbiezny do X,,. Z ciaglosci funkcji i twierdzenia o zachowaniu stabej nieréwnosci w
przejsciu granicznym wynika , ze f(x,) < 0, sprzeczno$¢

Tw. (o ciaglo$ci funkcji odwrotnej). Jezeli funkcja f : R > [ — R (gdzie I — dowolny przedziat)

jest ciagta i rosnaca (malejaca), to funkcja odwrotna f° ! jest ciagta i rosnaca (malejaca).

Dowéd. Niech f bedzie ciagta i rosnaca w przedziale I . Z tw.Darboux wynika ze ,ciagly obraz przedziatu jest
przedziatem” J=f[I] jest przedzialem a f jest funkcja roznowartosciowa. Istnieje wiec f': J—>I1if ' jest
rosnaca (dowéd nie wprost). Aby wykaza¢ ciaglosé funkcji £ ' w punkcie y, przedziatu J, wystarczy
wykaza¢, ze jesli y,—yo, t0 f () = X, = xo= f (). Gdyby ciag (x,) nie dazyt do granicy xo, to
nieskonczenie wiele wyrazow lezaloby na zewnatrz przedzialu (xp-&, x¢t+¢) czyli speinialoby jedna z
nierownosci  x,< Xo-& , x> Xote. W pierwszym przypadku y,=f(x,)<f(xo-&)=f(xo)-71 (tu korzystamy z
zatozenia, ze f jest rosnaca). W drugim y,=f(x,)>f(x¢t+€)= fixo)+ 1 (11 1 170 >0).Wobec tego nieskonczenie
wiele wyrazow y, lezaloby na zewnatrz przedziatu (yo-7, , yo+1) co przeczy zatozeniu, ze y,—y.

Ciaglos¢ zlozenia

Tw. Jezeli fjest ciagta w punkcie x,, a g jest ciagta w punkcie f(x,) to go f (zlozenie fz g) jest

ciagta w punkcie x,, .
Tw. Jezeli fjest ciagla na zbiorze A4 i g jest ciagla na zbiorze Bto go f jest ciagla na zbiorze A.

Tw. Jezeli f'jest jednostajnie ciagta na zbiorze 4 i g jest jednostajnie ciagta na zbiorze Bto go f jest
jednostajnie ciagla na zbiorze 4.
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Dowod Powyzsze twierdzenia sa natychmiastowa konsekwencja definicji ztozenia funkcji i definicji
(odpowiednio punktowej i jednostajnej) ciaglosci funkcji.

Ciaglos¢ sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji rzeczywistych zmiennej
rzeczywistej

f:RoD—>R ; g:RoD—->R
Tw Jezeli /i g sa ciagte w punkcie x, € 4,t0 f+g, f—g, f-g,f(g(xo)?&O)sacciqglew
punkcie x,, .

Jezeli f'i g sa ciagle na zbiorze D ,to f+g, f—g, f-g, % (V.. g(x)#0) sa ciagte na
zbiorze D.
Jezeli f'i g sa jednostajnie ciagle na zbiorze D to, to f+g, f —g sa jednostajnie ciagle na

zbiorze D ( funkcje f-g i % nie musza by¢ jednostajnie ciagle)
Whioski

1° Wielomian jest funkcja ciagla, bo jest on suma funkcji ciagltych oraz iloczynow funkcji
ciagtych.
2° Funkcja wymierna jest ciagta, bo jest ilorazem dwodch ciagltych wielomianow.
Dowodzi sie, ze
3° Funkcja potggowa jest ciagla tzn Vx,eD limx” =x; Z uwagi na

X=X

rownosé x“ = x; (xi)a wystarczy udowodni¢ ciaglos¢ w punkcie x=1 tzn. limx* =1
0 x—1
(éwiczenia)

X0 X=Xy

4° Funkcja wykladnicza jest ciagta Vx, € D lim a* =a™ . Z uwagi na rowno$¢ a” =a
XX

wystarczy udowodnic¢ ciaglo$¢ w punkcie x;=0 (éwiczenia)
5° Funkcje trygonometryczne sa ciagle np Vx, lim sinx =sinx, (éwiczenia)

X=X

a

Whioski.
e Funkcje logarytmiczne i cyklometryczne sa ciagte (bo sa odwrotne do funkcji ciagtych)
¢ Funkcje elementarne, czyli wszystkie powyzsze oraz takie, ktore mozna otrzymac z
poprzednich przez skonczona ilo$¢ dziatan arytmetycznych oraz ztozen, sa ciagle w swoich

naturalnych dziedzinach.
Uzupelnienie.

e Ciaglos¢ funkcji wyktadniczej .

Nalezy pokazaé, ze Vx, lima* =a™.Z uwaginarowno$¢ a* =a™a™ ™

X=X,

wystarczy pokazac
ciagtos¢ funkeji wyktadniczej w punkcie 0, czyli lir%l a* =a’ =1. Korzystajac z definicji Heinego
x>

granicy funkcji nalezy pokazaé, ze V(x,) limx, =0 =lima™ =1.
n—»0

n—>0

Wiadomo, ze limﬁ/_ =11 lim I

n—>o0 n—oo 1
\va

Ve In, Vk2n, 1-e<a' <l+e Al-c<a* <l+¢

=Istad
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. . -1 1 4 1
Z faktu limx, =0 wynika, ze Vk Im, Vn = m, TSX" SZ . Wobec tego a* <a™ <a*,

n—>0
gdy a>1 i at <a <a’ gdy a <1. Stad biorac N = max{ n,,m,} mamy
VedNVn>N 1-e<a™ <l+¢ ,czyli lima™ =1.
n—»0
e (iaglos¢ funkcji potegowe;.
Nalezy pokaza¢, ze Vx, € D lim x” = x; . Z uwagi na rowno$¢ x“ = x; (é)a wystarczy pokazaé¢
X—>Xg
ciagtos¢ funkcji potegowej w punkcie 1, czyli lirrll x“ =17 =1. Korzystajac z definicji Heinego
x—>

granicy funkcji nalezy pokazaé, ze V(x,) limx, =1=limx’ =1.
n—>0

n—0

Niech k € N bedzie takie, ze —k < a <k .Z tw. o arytmetyce granic wiadomo, Ze
limx, =1 =limx* =1 i limx* =1. Wobec tego

n—» n—»© n—

Ve dngVn>n, 1-e<x <l+e nl-e<x'<l+e.

Rozwazajac wszystkie warianty zwiazane z monotoniczno$cia funkcji potggowej 1 polozeniem
x, wzgledem 1, mamy nieréwnosé min{x*,x *} < x* <max{x*,x "}, z ktorej wynika, Ze

Ve Iny Vn2n, 1-e<x’ <l+¢g,czyli limx’ =1, co dowodzi ciagtosci funkcji potggowej w

n—>0

punkcie 1.

e Ciagtos¢ funkcji sininus.

Nalezy pokazaé, ze Vx, limsinx =sinx,.Z tozsamosci sinx —sinx, = 2cos-5>sin"5*,
XX,

ograniczonos$ci funkcji cosinus i nieréwnoéci | sinx | <| x| mamy

|sinx —sinx, | <|x —x, | , zktorej tatwo wynika ciagtos¢ funkcji sinus.

Podobnie dowodzi sig ciagtosci funkcji cosinus. Funkcje tangens i cotangens jako ilorazy funkcji
ciagltych sa ciagte w swoich dziedzinach.



