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Pochodna Frecheta (pochodna mocna)

Z rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmiennej wiemy, ze dla funkcji rozniczkowalnych
prawdziwe jest twierdzenie o przedstawieniu przyrostu funkcji. Mozliwo$¢ odpowiedniego
przedstawienia przyrostu funkcji, moze by¢ wykorzystana jako alternatywny sposob
zdefiniowania rézniczkowalnosci. To podejscie do roézniczkowalnosci mozna tatwo uogolnic¢ na

funkcje wielu zmiennych.

Def. Funkcja f: R*5 01(x,8)> x— f{x)e R jest rozniczkowalna w punkcie X jezeli istnieja state

Ay,...,A; takie, ze dla dostatecznie matych przyrostow h=(#y,...,A;)

SO AO=Aihit...+ Akt r(xh) , przy czym lim =0
—

hl
Wyrazenie Ah+...+Ah; mozna zapisaé w postaci macierzowej A h, gdzie A=[4,,...,4;], h =

hy
Pochodng funkcji f'w punkcie x nazywamy odwzorowanie liniowe L: R"—>R reprezentowane

przez macierz A, czyli warunek rézniczkowalno$ci mozna zapisaé

Aix+h)-f(x)=L h + r(x,h) , przy czym }llng ’(”’;’I"‘) -0.
Fakty :

e jezeli fjest rozniczkowalna w punkcie x, to jest ona ciagta w punkcie x

e jezeli f jest rozniczkowalna w x , to f ma w x pochodne kierunkowe w dowolnym
kierunku, wigc ma takze pochodne czastkowe, przy czym A4, =%(x)

e jezeli fma w O#(x,0) pochodne czastkowe ciagle w x, to fjest r6zniczkowalna w x
e jezeli f jest rozniczkowalna, to f k (x)= zg(x) k, w zapisie macierzowym
i1
[, (x)= Ak

Uzasadnienia powyzszych faktow

Tw. Jezeli fjest rozniczkowalna w punkcie x, to jest ona ciagta w punkcie x.

Jest to natychmiastowa konsekwencja definicji rézniczkowalnosci
Pochodne czastkowe i kierunkowe a rézniczkowalnos¢.

f jest rozniczkowalna w punkcie x =
fx+k) - f(x)=f'(x)-tk+r(x,/k) /it r(x,k)=o(|K])
L0480 f) _ 3y 4 HOSIK)

|r(x,tk)| _ |r(x,tk)|
.

||k|| —0, gdy 150 = £, (x) =f (x)k
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Niech e;- i-ty wektor bazy kanonicznej

0
6f (X) fo(x)= [ k] 1 | < {i-te miejsce } = 4,
0
f'(x) =grad f(x)= {8f (x),... sf (x)} gradient funkcji fw punkcie X

Ogolnie dla f: R* 5 D — R"

o o0
fwT ox (%), r —(x )
f(x)=|: =Z fe,  fx)=|
I T 220
Amxk

Pokazano wigc fakt: Jezeli funkcja f: R o D —) R",xeD - otwarty, jest rozniczkowalna w

punkcie xeD, to istnieja pochodne czqstkowe (X) j=1,...m i=1,..,n

Twierdzenie odwrotne nie zachodzi, tzn. istnienie pochodnych czastkowych nie gwarantuje

rézniczkowalnos$ci (a nawet nie gwarantuje ciaglosci)

Tw.( Warunek wystarczajacy rézniczkowalno$ci)  Jezeli funkcja f:R* 5D >R (D-
of of . .
otwarty, X € D) ma pochodne czastkowe po xeD— 6—(x) (j=1...,k) wD, ciagle w x,
X X
J J

to fjest rozniczkowalna w X.

Dow: dla k=2
x=(x,x,) h=(h,h,) Sx+h) = f(X)=f(x +h,x, +hy) = f(x,x,) =
SO+ hyx, + 1) = f (x5, + )+ (0, + hy) = f(x,x,) =

z tw. Lagrange’a o wartos$ci $redniej

= i(cl)hl +§i(c2)h2 =
X,

ox,

o o 94 o o 24
=——(X)h +—(X)h, + c h, + -

ax1()h1 axz()z( ()8() ox, 2)8()
Wystarczy pokazaé, ze r(X, h) = o(||h]]) czyli, ze

O 6f _i A
(hl,h}l)gl(0,0) ( ) ox, Py s Jh? +h2 c,) ( ),/hf W
Jest to prawda gdyz
o 9 o A . , .

(hl,hzl)gl(0,0) ( ) ox —(x)|=01i oo o, c,) o, (x)| =0 zciaglosci pochodnych
czastkowych w X a wyrazenia ] i ﬂsa‘ ograniczone

W +h? B+
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Interpretacja geometryczna pochodnej

Niech f: X >D—>Y. Zbior punktow W ={(x,f(x))e X xY:xeDc X} nazywamy
wykresem funkcji f: X DD —>Y.

Fakt. Jezeli funkcja f: X D D — Y jest rozniczkowalna w punkcie aeD to wektor seXxY jest
styczny do wykresu W funkcji f'w punkcie (a,f(a)) wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje wektor
heX taki, ze

s=(h, f (a)-h)

Tw. Jezeli funkcja f: X D E — Y jest rozniczkowalna w punkcie a€FE, to hiperptaszczyzna w
XxY o rownaniu y =f(a)+f (a)(x—a) jest hiperplaszczyzna styczna do wykresu funkcji f
w punkcie (a,f(a)).

Przypadki szczegélne
x(1)
e r: [Ot, ,B] 5t > r(t)=| y(t) | € R’ jest funkcja wektorowa, ktora interpretujemy jako opis
z()
parametryczny krzywej w R’ . Zatézmy, ze funkcja ta jest rozniczkowalna w punkcie
toe[a,B]
F 3
: |
rit)=| i)
/J =0
[P ¢ fi i

Pochodna r(z,) jest odwzorowaniem liniowym ciagtym z R w R’ reprezentowanym przez

x'(to)
macierz r(t,)=|y(t,) | Prosta o rownaniu parametrycznym r = r(t,)+r (¢,)(t—t,) jest

z )

styczna do krzywej r =r(f) w punkcie r, =r(?,).
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x(u,v)

e r: [a,b]x[c,d] 5(wu,v) > ru,v)=| y(u,v) |e R’ jest funkcja  wektorowa,  ktéra
z(u,v)

interpretujemy jako opis parametryczny powierzchni w R’ . Zalézmy, ze funkcja ta jest

rézniczkowalna w punkcie (uo,vo)

Pochodna r(y,v,) jest odwzorowaniem liniowym ciaglym z R* w R’ reprezentowanym

ox  Ox

a v

- ' oy oy

przez macierz r(“m"o)— = =
oz 0z

&

(119:%9)

: u
Plaszczyzna o rownaniu parametrycznym r =r(u,,v,)+1 (4,,V, ){ } , ktore mozna

Vo
takze zapisa¢ w postaci:

r=r(u,,v,)+r,(u—u)+r,(v-v,),
gdzie r,i r,oznaczaja kolumny macierzy reprezentujacej pochodna r'(uo,vo) jest
ptaszczyzna styczna do powierzchni r = r(u,v) w punkcie r, =r(u,,v,).

Po rozpisaniu na wspotrzedne w postaci rownanie ptaszczyzny stycznej przybiera postac

ox ox

X1 X Y &

_ oy dy
YIE| X |t & (u—uy)+ Y (v—p)-

oz oz

Z] L% Y &

Po przemnozeniu obu stron réwnania r—r,=r,(u—u,)+r,(v—v,) skalarnie przez
wektor
n=r, xr, ortogonalny do r, i r, rugujemy parametry u i v i otrzymujemy ogolna posta¢
rownania plaszczyzny stycznej

no(r-r,)=0, gdzie n=r, xr,.
W szczegdlnosci jesli powierzchnia jest wykresem funkcji 2 zmiennych z = f(x,,x,), to

mozna ja zapisa¢ parametrycznie przyjmujac u=x; 1 v=x,. Wowczas
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0 -7
Ou
r,=/0|, r=|1 , n= —% . Stad plaszczyzna o  rdéwnaniu
9 9 1
Ou ov

z=b=4,(x,—a)+4,(x, —a,),

0 0
gdzie A, zai(al,az), A4, zal(al,az) b= f(a,,a,) jest styczna do powierzchni o
1 X2

rownaniu z = f(x,,x,) w punkcie (a,,a,,b).

Przyklady
x(t)=2cost
1. Napisa¢ rownanie prostej stycznej do krzywej r(¢) =< y(¢t)=2sint, teR w punkcie A4(0,2,0).
20=5-%
-2
Rozwigzanie. Punktowi 4(0,2,0) odpowiada parametr ¢, =% . Ponadto 7'(5)=| 0 |. Wobec
1
X 0 -2
tego poszukiwane réwnanie stycznej jest nastgpujace| y [=[2|+| O |¢.
z 0 1

2. Napisaé rownanie ptaszczyzny stycznej do powierzchni z=x*+y* w punkcie A(1,2,5).

o 0 0 .
Rozwigzanie. Ogolnie z —z(x,,y,) = a—Z(xo,yo W(x—x,)+ a—Z(xo o0y —y,). W rozwazanym
X Y

przypadku z-5=2(x-1)+4(y-2).



