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Przedzialy ufnosci —estymacja przedziatlowa

Niech X=(X;,...,X,) bedzie probg prostg z rozktadu P, e #={P,:0c0}.

Definicja. Losowy przedzial [L(X),U(X)], gdzie VOe® P,(L(X)<U(X))=1, taki, ze dla zadanego
ae(0]) P(LX)<g@<UX)=1-a VOe®, nazywamy przedzialem ufnosci dla parametru
g(@)eR na poziomie 1—¢. Statystyki L(X)i U(X) nazywamy odpowiednio dolnym i

gornym koncem przedziatu a wspotczynnik 1- a nazywamy poziomem ufno$ci.

Interpretacja. Prawdziwa nieznana, nielosowa wartos¢ g(6) z prawdopodobienstwem 1- « nalezy do
losowego przedziatu (jest pokryta losowym przedziatem) [L(X),U(X)]. Nie mozna tu mowi¢ o
prawdopodobienstwie, ze nieznany parametr bedzie zawarty w jakim$ statym przedziale. Takie zdanie

miatoby sens gdyby nieznany parametr byl zmienng losowa a nie jest.

Konstrukcja przedziatow ufnosci za pomoca funkcji centralnej
(wiodacej)

Definicja. Niech X=(X,,..,X,)proba prosta z rozktadu P, e #={P,:6<®}. Funkcja O(X,g(0)) (to
nie jest statystyka) nazywa si¢ funkcja centralng dla parametru g(0)eR, jezeli jej rozklad

prawdopodobienstwa nie zalezy od parametru 6.

Przyklady
e Niech X=(X,...,X,)bedzie préba prosta z rozkladu N(m,c}), gdzie o; znane. Funkcja
oX,m)= M majaca rozktad N(0,1) jest funkcjg centralng dla m
0o

n

e Niech Niech X=(X,...,X,) bedzie proba prosta z rozktadu N(m,c?). Oznaczmy X =i2X i

i
i=1

$?=-L%" (X, - X)? . Funkcja O(X,..... X, m) =@

i=1

stopniami swobody) jest funkcjg centralng dla m.

majaca rozklad ¢, (¢ - Studenta z n-1

2
Funkcja Q(X,..... X,,0?) =w majaca rozktad x| jest funkcja centralng dla o
o

e Niech X=(X,,...,X,)bedzie proba prosta z rozkladu o ciagglej dystrybuancie F e .#. Poniewaz
F(X,) ma rozklad jednostajny U(0,1), wiec funkcja Q(X,F)= HF (X;) orozktadzie

i=1

jednostajnym na kostce (0,1)" jest funkcja centralng dla F e .5 .
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Zato6zmy, ze dysponujemy funkcja centralng O(X, g(0)) . Przedzial ufnosci konstruujemy w
nastgpujacy sposob:
Wybieramy liczby a i b tak aby spetnialy nierownos¢:

Pa<0X,g(@)<b)=1-a VOe® & Pa<0X,g@)<b)=1-a ,
bo rozktad funkcji centralnej Q(X, g(#)) nie zalezy od parametru 4.
Gdy funkcja centralna Q(X, g(0)) jest ciagla i $ciSle monotoniczna funkcja parametru g(¢)eR,
to nieréwnos¢ a < O(X, g(0)) < bjest rownowazna nierownosci [L(X,a,b) < g(0) <U(X,a,b)]. Stad

przedziat[ L(X,a,b),U(X,a,b)] jest 100(1 - a)% przedzialem ufnosci dla parametru g(d)eR .

o Przedzial ufnosci dla m w rozkladzie N(m,o,), gdzie o; znane.

Funkcja centralna Q(X,,...,X,,

)= InXom) o odad N(0,1). Wobec tego
Oy

Rozkiad N(0,1)

Jn(X —m)
04 Vm PB(————FKziqn) =1~
99
03 co jest rownowazne

= O, = O,
\V/m Pm(X_Z(l’a/z)TZSmSX+Z(1"Z/2)TZ)=1_(I

otrzymali§my wiec przedziat ufnosci [X -z, /2)%,)_( +Z(_a/2) %] o stalej dlugosci

O
[(n,a) = 22(1705/2)7’(;
Ta konstrukcje mozna powieli¢ konstruujac asymptotyczny przedzial ufnosci dla pojedynczego

parametru estymowanego MNW

A o A o
VO PO0-zgpgn—E<0<0+z4_pn—2)xl-a
0 (-ai2)” 7 (-a/2)” o

gdzie za asymptotyczng wariancje o2, =i," nalezy przyja¢ jej estymator. Dokladniej w informacji
Fishera iy=i(6) za parametr 8 nalezy przyjac 6 =ENW([4). Poprawnos$¢ tej konstrukeji jest prostym
wnioskiem z asymptotycznych wiasnosci estymatoroéw NW i twierdzenia Stuckiego.

o  Przedzial ufnosci dla m w rozkladzie N(m,o?), gdzie o> nieznane.

Funkcja centralna Q(X;,...,X,,m ma rozktad ¢#,.; (¢- Studenta z n-1 stopniami

)_ﬁ(i—m)
B S

swobody) . Waobec tego
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Rozkladt

Jn(X —m
vV (m,0%) I)(n1,a)(|% I<toticarn)) =1-a

co jest rtOwnowazne

= S = S
Fonoy(X =t(n-112a/2) ﬁ SmEX + i 11-q/2) ﬁ) =l-a

., . . , = S = S . .
otrzymaliSmy wiec przedziat ufnosci [X —¢, 114 /2)—=> X +(,-11-0/2)—=] O losowej dlugosci
S . . . .
I(n,0) =2t (11 /2)T o warto$ci oczekiwanej dlugosci
n

E (S o E( ;(2,) const

(m,o) n—1
E I(n,a)=2¢,_ ———=21, 11 — =21, 11 —_—
(m,o) (n-1,1-a/2) /_n (n-1,1-a/2) /_n (n-L,1-a/2) /_n

e Przedzial ufnosci dla o> w rozkladzie N (m,az)

(n-1)8*
0_2

Funkcja O(X,....X,,0%) = ma rozklad y . Wobec tego

Rozklad chf,, ;

04 I’l—l S2
v (m’ 02) P(m,o‘) (/%//3—1,0(/2 < % < /%//371,170(/2) =l-a

03

co jest rOwnowazne

Q2 Q2
wl /. v |V (md) P(m,c,)(('; DS Sst(”z DS7y -
¥ Xn-11-a/2 Xn-lal2

_ 2 _ 2
otrzymaliSmy wiec przedziat ufnosci [ (nz DS ,(nz DS ] o losowej dtugosci

Xn-11-a/2 Xn-lal2

1
2 )
n-la/2  Xn-ll-al2

I(n,a) =(n—-1)S*(

) o wartosci oczekiwanej dlugo$ci

Epy o l(n,a0) = (= DE(S™ N~ —1—) = (1~ ) (=

2
n-la/2  An-ll-a/2 Xtz An-ij-a2

11

)

W przypadku symetrycznego rozkladu funkcji centralnej wybor liczb a i b tak aby spelialy
nier6wnos¢ Pyga < Q(X,....X,, 0) < b)=1-a V0 @ wydaje si¢ oczywisty. W przypadku rozktadu
niesymetrycznego wybor nie jest juz oczywisty. Mozna postawi¢ problem takiego doboru a i b, aby
dtugos¢ l(a,b) przedziahu [L(X,,...,X,, a,b), U(Xi,....X,, a,b)] (gdy jest nielosowa) lub wartos¢
oczekiwana dlugosci byla minimalna. Mowimy wtedy o najkrétszych przedzialach ufnosci na
poziomie 1-¢. Jezeli F oznacza dystrybuante rozkladu funkcji centralnej, to nalezy rozwigzac
nastgpujace zagadnienie optymalizacyjne

Znalez¢ a i b tak aby

l(a,b)>min
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pod warunkiem
F(b)-Fla)=1-a.
W rozwazanym powyzej problemie
e Ilab)=(n-Do’(E-1
° F;{il (b)— F;{il (a)=1-«
Aby rozwigza¢ powyzszy problem ekstremum warunkowego tworzymy funkcj¢ Lagrange’a

L(a,b; ) =(n-Do* (L= +AF 2 (D)~F (a)-(1-a)).

LoUDE_jf, (@)=0 ST 2 (a)

da

_ (i)’ 1)0_ (n— 1)0' _
L=t S, (b) 0 S i sl fz,z,l@
S—E‘Fz,%,l 6)-Fp @-0-@)=0 |F (B)-F, @=1-a

Z WK otrzymujemy uktad

Niech y(x)=x* [ (@)

W(x)

a X b

Nalezy tak dobraé poziom u aby para {a,b} =y '[{u}] spetniala warunek Flzi1 b)- FZ{1 (a)=1-«a



