Rozdziat 1

Opracowanie danych pomiarowych

Andrzej Zieba

Pomiary fizyczne moga lodydokonywane tylko ze skmzona dokladrscia. Powodem tego jest niedo-
skonat&E przyrzadéw pomiarowych i nieprecyzyfmonaszych zmystow bioracych udziat w obserwacjach.
Podawanie samego tylko wyniku pomiaru jest niewystarczajace, opracowanie pomiaréw winno&takieza
miare ich wiarygodngci, czyli niepewnos¢é pomiaru. Z potrzeby rozwiazania powyzszych probleméw po-
wstata teoria niepewrszi pomiaru (zwana wymiennie rachunkiem niepesgigomiaru). W tym opracowaniu
przedstawiono jej najwazniejsze rezultaty, ilustrowane przyktadami.

Teoria niepewnsci pomiaru nie jes$cista teoria fizyczna, lecz raczej przyblizonym matematycznym opi-
sem niedoskona#zi eksperymentu. Jej metody i rezultaty nie ograniczaja sie do fizyki, lecz sa takie same —
lub bardzo podobne — dla wszystkich naulsd@adczalnych. Miedzynarodowa spotecgnoaukowa od daw-
na dazyta do uzgodnienia terminologii i metod szacowania niepgeinBezultatem jest dokume@uide to
Expression of Uncertainty in Measuremeracowany przez Miedzynarodowa Organizacje Normalizacyjna
ISO w porozumieniu z szeregiegwiatowych organizacji naukowo—technicznycBokument ten, nazywany
dalej Przewodnikiemuwaz& nalezy za miedzynarodowa norme oceny niepé&enpomiaru. Oficjalne thu-
maczenie dokumentu na jezyk pofskpzpoczeto wdrazanie jej postanowies naszym kraju. Przedstawione
w rozdzialel nazewnictwo, symbolika i metody obliczania niepestisa zgodne z zaleceniaPizewodnika
Stanowia umiejetr& profesjonalna potrzebna wszystkim wykonujacym pomiary.

Teoria niepewnsci pomiaru wykorzystuje zasady rachunku prawdopodutvea i statystyki matema-
tycznej. Podstawowe rezultaty tego dziatu matematyki, niezbedne dla dobrego rozumienia rachunku niepew-
nosci pomiaru, przedstawiono skrotowo w Dodatkach A, B i C. Na definicje, twierdzenia i wzory tam przed-
stawione bedziemy sie w tym rozdziale niejednokrotnie powogywa

1.1 Coto jest niepewn& pomiaru?

llosciowy opis jakiegokolwiek zjawiska rozpo&anusimy od zdefiniowania charakteryzujacych go
miar.

Zalbézmy, zex; jest rezultatem kolejnego pomiaru wiefi@ fizycznej, ktorej wartst rzeczywistay jest
znana. W praktyce wiellgt X mozna utozsamé@z wynikiem pomiaru za pomoca innej, znacznie dokfad-
niejszej metody. Pierwsza miara btedu, jaka sie narzuca, jest r6znica miedzy dangcigaztoierzon;

i wartoscia rzeczywisto,

DX =X —Xo (1.1)

Taka wielk&t nazywamybtedem alboréznica miedzy warteia zmierzona i rzeczywisthlie stanowi
ona miary doktadn&ci metody pomiarowej, gdyz podobny pomiar, ale wykonany innym przyrzadem, w innym
czasie i miejscu, da inna wadn ZatemAx; jest liczba losowa, ktorej warbgi przewidzié sie nie da, podobnie
jak nie mozna przewidzéerezultatu rzutu kostka.

1zwiezla informacje na temat historii i obecnego statusu mozna zZnalédternecienttp: //physics.nist.gov/Uncertainty
2Wyrazenie Niepewrsei Pomiaru. PrzewodnikiVarszawa, Gtéwny Urzad Miar 1999r.
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Ale o rezultatach rzutu kostka mozna wiedzige zawieraja sie w szeregu liczb catkowitych od 1 do 6.
Podobnie, celem rachunku niepevéobjest ch@by przyblizone oszacowanie rozrzutu wynikéw pomiarow.
Przewodnilkprzyjmuje definicje:

Niepewn&¢ pomiaru jest zwiazanym z rezultatem pomiaru parametrem, charakteryzuja-
cym rozrzut wynikow, ktéry mozna w uzasadniony sposob przypisatSaiari®@rzonej.

Definicja sugeruje, ze mozliwe sa r6zne miary niepesendla okrélenia niepewngci wykorzystujemy

dwie miary: podstawowa jest niepevstcstandardowal(x), druga miara przydatna w olgenych sytuacjach
jest niepewngt maksymalnax.

Rysunek 1.1: Rozrzut wynikéw pomiaru i jego miary

W przypadkuniepewnosci maksymalnej Ax staramy sie oki&ic przedziat

Xo—DX < X < Xo+AX (1.2)

w ktérym mieszcza sie wszystkie wyniki pomiaxy aktualnie wykonane i przyszte (rys.1).

Niepewn&E maksymalna jest miara deterministyczna, gdyz twierdzimy, ze ®apmwdziwa zawar-
ta jestna pewnow przedzialexp + Ax. Niepewn&t maksymalna jest stosowana w almych sytuacjach,
np. jako miara doktadrszi elektrycznych przyrzadéw pomiarowych.

Miara doktadn&ci pomiaru najpowszechniej stosowana i uznana za podstawowaRmzszodnilkjest
niepewnos¢ standardowa. Jej najkrétsza definicja jest zdanie:

Niepewn@¢ standardowa jest oszacowaniem odchylenia standardowego.

Skomentujmy kluczowe stowa tej definiciji:

(i) W przedstawionym sformutowaniu kryje sie zatozenie, ze rezultat pomiaru jest zmienna losowa, ktérej

rozrzut charakteryzuje parametr zwamychyleniem standardowyr@dchylenie standardowe zdefinio-
wat mozna jako pierwiastek @redniej wartéci kwadratu réznicy war&xi zmierzonej i rzeczywiste;.

(Wzér A6a w Dodatku A, tamze podane sa podstawowe informacje nt. vilestego parametru staty-
stycznego).

(i) Doktadnej wart8&ci odchylenia standardowego nie znamy, niepétrsiandardowa jest jego niezbyt
doktadnymoszacowanierfestymatorem, ocena).

Rysunekl.1 poréwnuje graficznie obydwie miary niepevénd. Niepewn&t standardowa jest miara
Sredniego odchylenia wynikow pomiaréw od watorzeczywistej, zatem ca&ewynikéw (z prawdopodobie
stwem okoto 1/3) odchyla sie od wigcej niz+u.

W dalszym ciagu tekstu stowo ,niepewsd bez przymiotnika ,maksymalna” oznacza zawsze niepew-
nost standardowa. Symbol niepevstd standardowej (od ang. uncertainty) mozemy wykorzystyavaa trzy
sposoby:

u u(x) u(stezenie Nagl



Oznaczeniel(x) stosujemy, gdy trzeba olgkC, co jest wielk§cia mierzona. Mozna sie zzyimae nota-
cja z uzyciem nawiasow wykorzystuje nieprawnie symbol funkcji matematytzz@eta wprowadzonej przez
Przewodniknotacji jest przejrzys&t i unikanie indekséw. Mozliwgt zapisu wielk&ci mierzonej w postaci
stownej, jak przyktadowei(stezenie NaQ| utatwia tworzenie dokumentacji pomiaru. Niepewtia posiada
wymiar, taki sam jak wymiar wielk&ci mierzonej.

Niepewnoscia wzgledna u;* nazywamy stosunek niepewsw (bezwzglednej) do wiellazi mierzonej,

Ur(X) = —= (2.3)

Niepewn&t wzgledna jest wielkécia bezwymiarowa, czesto wyrazana w %. Daje lepsze wyobrazenie
o doktadné&ci pomiaru niz niepewrss bezwzglednai. Umozliwia tez poréwnanie niepewsa wielkdsci fi-
zycznych posiadajacych rozny wymiar.

Pojeciem jak&ciowym, zwiazanym ze stowem niepevéagestdoktadn&E (pomiaru). Zaleta tego stowa
jest mozliwgt utworzenia przymiotnika: pomiar doktadniejszy, to pomiar 0 mniejszej niep&ino

Wprowadzenie do przyktadow
Integralna czgcia wyktadu rachunku niepewsc pomiaru sa przyktady. Wieks@o z nich (przykia-
dy 1.1, 1.2, 1.3, 1.5, 1.6 i 1.7) dotycza jednego prostego eksperymentu: badania ruchu wahadta prostego.

Wahadtem prostym (lub: matematycznym) nazywamy punkt materialny o mezgsvieszony na niewazkiej
i nierozciagliwej nici o dtugécil (rys.1.2).

Rysunek 1.2: Wahadto proste

7

| ®

Praktyczna realizacja tego wyidealizowanego obiektu mozapymetalowa kula zawieszona na zwyktej
nici krawieckiej. Gdy kat wychyleni® jest maty, okres wahadt& zalezy tylko od jego dtuggril i przyspie-

szenia ziemskiegg,
To= 2Tt\/g (1.4)

3Poniewaz(x) jest liczba, a nie funkcja. Niemozliwe jest np. obliczenie pocho@ga[x)!

4Przewodniknie okreslit symbolu dal niepewrfici wzglednej. W opracowaniu przyjeto symhgl (indeksr od ang.relative),
zalecany przez amerykaki National Institute of Standards and Technology (NIST ), najwazniejsawiecie instytut metrologiczny.
Patrz:http://physics.nist.gov/cuu/Uncertainty. Dla niepewnéci maksymalnej zastosowano tradycyjny symfsal
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1.2 Rodzaje btedéw pomiaru

Wedtug przyjetego iPrzewodnikunazewnictwa stowo ,btad”, obok znaczeniaStmowego, okrglonego
réwnanieml.1, moze b uzywane w znaczeniu jakoiowym.

Ponizej oméwimy trzy rodzaje btedu, z jakimi spotykamy sie przy wykonywaniu eksperymentow:

1) systematyczny,

2) przypadkowy,

3) gruby.

Przy bledzie przypadkowym obserwujemy rozrzut wynikéw pomiaru wokét wasto rzeczywistej (rysl.l).
Wynik kolejnego pomiaru jest inny, przy czym wystepuje w przyblizeniu taka sama szansa uzyskania wynikéw
tak wiekszych, jak i mniejszych ogh.

Jakie sa przyczyny statystycznego rozrzutu wynikéw pomiaru w fizyce klasycznej, gdzie véigkzo
wisk jest opisywana przez prawa deterministyczne? Nafeg zrodlem bledu przypadkowego jest niedo-
kladndst i przypadkowét dziatania ludzkich zmystow. Wykonujac kolejny pomiar cztowiek wykona go nieco
inaczej, stad powstanie statystyczny rozrzut wynikow. Na przyktad wyniki pomiaru czasu spadania kulki z dwu-
metrowej wysok@&ci przy uzyciu stopera cechuje pewien rozrzut pomimo tego, ze sam stoper chodzi réwno.
Zrédtem statystycznego rozrzutu wynikéw pomiaru moga tez szumy generowane w samym uktadzie po-
miarowym i zaktdcenia zewnetrzne. Tego typu przyczyny bledu przypadkowego wystepuja raczej w pomiarach
0 wysokiej czutéci.

Z bledem systematycznym mamy do czynienia, gdy przy powtarzaniu pomiaru wystepuje ta sama roz-
nica miedzy wartéciami zmierzonymi a warfia rzeczywista, natomiast rozrzut wynikéw poszczegélnych
pomiarow jest niewielki lub nie wystepuje w ogole. Jezeli np. za pomoca omomierza zmierzym§oveguoo-
nika wzorcowego (bedacego realizacja waciazeczywistej), to stwierdzimy wystepowanie systematycznej
réznicy, takiej samej przy kolejnym powtarzaniu pomiaru.

Dawniej uwazano, ze miara btedu systematycznego mozéytko niepewn& maksymalnaPrzewod-
nik traktuje btad systematyczny jako zjawisko przypadkowe, gdyz nie zreapmiori jego wielkdsci i znaku.

Tyle ze wykonujac pomiar jednym przyrzadem, dysponujemy tylko jedna realizacja zmiennej losowej. Losowa
prébke mozna jednak uzyskaezeli pomiary wykonamy przy uzyciu zbioru przyrzadéw tej samej doktad-
nosci — mozna w ten sposob uzyskdcswiadczalny rozktad prawdopodobiwa dla btedu uwazanego za
systematyczny (rysl.3).

Omoéwmy jeszcze jeden rodzaj btedu, ktérym teoria niepéenpomiaru po prostu sie nie zajmuje.
Blad gruby to réznica miedzy wynikiem pomiaru i wa&oia rzeczywista, na ogét drastycznie duza, powstata
na skutek nieumiejetrdei uzycia danego przyrzadu, pomytek przy odczytywaniu i zapisie wynikow itp.

Z przypadkiem wystepowania btedu grubego w serii pomiaréw mamy do czynienia, gdy jeden z wynikow
odbiega znacznie od pozostatych. Przykiad ilustruje dwa z najrézniejszych mozliwoi popetnienia btedu
grubego.

Przykilad 1.1 Wahadio — bltedy grube przy pomiarze okresu

Dla zmierzenia okresu wahadta zastosowano sekundomierz z odczytem cyfrowym (rys. 4, w rozdziale 2).
Mierzono 9 razy czas trwania 50 okresOw. Rezultaty spisano z okna przyrzadu w postaci liczb:

103,88 104,16 105,26 104,03 103,90 103,97 103,85 104,02 103,85 104,02 103,92

Obliczone na podstawie tych danych przyspieszenie ziemskie okazato sie trzy razy za mate. Ekspery-
mentator spojrzat na sekundomierz i zrozumiat: pierwsza cyfra w oknie (jedynka) oznaczanticrelieczas
50 okresow wyrazony w sekundach wynosi:

63,88 64,16 65,26 64,03 63,90 63,97 63,85 64,02 63,92

Tak wykryto i poprawiono pierwszy btad gruby.

Przyjrzenie sie wynikom pokazuje, ze 8 liczb skupia sie w poblizu 64 sekund, ale trzeci wyri2, 5
jest o ponad sekunde wigkszy. Zaczynamy podejrzen@zmierzybmy 51 okreséw zamiast 50. Upewnia nas
w tym przekonaniu fakt, ze rezultat 8% s rozni sie od pozostatych o wastozblizona do jednego okresu.
Watpliwy rezultat odrzucamy.



Rysunek 1.3: Rozktad wynikéw pomiaru opornika wzorcowego 10 kQ za pomoca
24 multimetréw cyfrowych tej samej klasy doktadnosci z pracowni studenckich Wy-
dziatu Fizyki i Techniki Jadrowej AGH oraz Wydzialu Matematyki i Fizyki UJ. Linia
przerywana przedstawia histogram teoretyczny dla rozktadu jednostajnego o péisze-
rokosci réwnej niepewnosci maksymalnej AR deklarowanej przez producenta.
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1.3 Ocena niepewnsci typu A

Pod ta nazwa kryja sie metody wykorzystujace statystyczna analize serii pomiaréw. Najprostszym przy-
padkiem jest analiza semi wynikdw pomiaru:xy,...,X,...,X,. Traktujemy je jakon realizacji zmiennej lo-
sowej o wart&ci oczekiwaney, (utozsamianej z waria rzeczywista) oraz odchyleniu standardowym
i stosujemy standardowe rezultaty teorii estymaciji (Dodatek B). W widgzozypadkdéw najlepszym osza-
cowaniermx mierzonej wartéci jestsrednia arytmetyczna

1
XEX:ﬁzxi (1.5)

We wzorzel .5, jak i we wszystkich wzorach w rozdziale znak sumy bez wskaznikéw oznacza sumowanie
odi=1don.

Miara rozrzutu wynikdbw pomiaru jest parametr statystyczny zwestymatorem odchylenia standardo-
wegq

2
T (X—%)
) (1.6)
Wielko&E s, mozna by utozsamiaz niepewnécia pomiaru, gdyldmy za jego wynik przyjeli ktéra-
kolwiek z wartgci x;. Przy obliczaniusredniej nastepuje jednak &gowa kompensacja odchytek r6znych
znakow, dzieki czemu jest ona blizsza wadbrzeczywisteikg niz wynik pojedynczego pomiaru. Bgiowo,
estymator odchylenia standardowegredniej § jest/n razy mniejszy od estymatosg,

SX:

Sx
== 1.7
=5 1.7)
Poniewaz za wynik pomiaru przyjmujensyednia, niepewrszia pomiarw(X) utozsamiamy z estymato-
rem odchylenia standardowegrednieju(x) = sx. Laczac ze soba wzory.6i 1.9 otrzymujemy

2
206X (1.8)

i — X
n-1



Wielkosci s, orazsy nazywamy estymatorami dlatego, ze chabliczane z jednoznacznych wzoréw, sa
réwne prawdziwym warteciom odchylenia standardowego tylko w granity- c. Gdy liczba pomiaréwn
jest skaczona, odchylenie standardo&dniej — czyli niepewrkt pomiaru — znamy ze skozona, niezbyt
wielka doktadnécia (tab.1.1). Powtarzanie pomiaru przynosi zatem dwie k&a@y zmniejsza niepewi§d

Tabela 1.1: Wzgledna niepewstooceny odchylenia standardowesga sx dla seriin pomiaréw

Liczba pomiarow 2 3 4 5 6 8 10 | 100

Niepewnasc oceny | 43% | 38% | 34% | 31% | 28% | 25% | 22% | 7%

spowodowana btedem przypadkowym i umozliwia oszacowanie niegmivida pytanie, ile pomiaréw warto
wykonywet, nie sposéb odpowiedZigednoznacznie. Uwaza sig, ze dla égitemia odchylenia standardowego,
trzeba wykonéa co najmniej 5- 10 pomiaréw. Pozwala to na oceng niepegaia doktadnécia rzedu 36-20%
(por. tab.1.1). Ponadto dla serii np. 9 pomiaréw niepevBb&redniej jest 3-krotnie mniejsza od niepewoo
pojedynczego pomiaru. Na og6t nie optaca sie wykonywanie zbyt duzej liczby pomiaréw, gdyz zwiekszenie
doktadndci ze wzrostenm jest powolne.

Wykonywanie zupetnie matlej liczby pomiaréw, na przyktad 2 lub 3, ma sens jako sprawdzian powtarzal-
nosci. Za wynik pomiaru przyjmujemgrednia arytmetyczna, ale dla uzyskania niep&entepiej stosowa
ocene typu B (podrozdi..4).

Przyklad 1.2 Obliczenie niepewrszi pomiaru okresu drgah wahadta (ciag dalszy przyktad

Po odrzuceniu wyniku 50 = 65, 26 s obarczonego btedem grubym i po podzieleniu pozostatychsearto
przez 50 uzyskujemy osiem wasim okresu wahadta (w sekundach):

1,2776 1,2832 1,2806 1,2780 1,2794 1,2770 1,2804 1,2784

Wartasci te przedstawiono w odpowiedniej skali na rysuiki
Schemat oblicz® Sredniej oraz niepewisgi standardowych pojedynczego pomiasredniej wyglada
nastepujaco:
To=(1,2776+1,2832+...+1,2784/8=1,27933 s

=0,0020
8_1 ) S

0,00205
V8

ObliczenieTy orazu(Tp) za pomoca kalkulatora omowione jest w podrozdzialil.

. \/ (1,2776—1,279332+ (1,27832— 1,279332+ ... + (1,2784— 1,279332
To =

u(To) =

—0,00071 s

1.4 Ocena niepewnsci typu B.

Stosowana jest, gdy statystyczna analiza serii pomiaréw nie jest mozliwa. Na przyktad dla btedu syste-
matycznego lub gdy wystepuje btad przypadkowy, ale dysponujemy tylko jednym rezultatem pdbaiera.
niepewnosci typu B opiera sie na naukowym osadzie eksperymentatora wykorzystujacym wszystkie informa-
cje o pomiarze i zrédtach jego niepevani

Do oceny typu B wykorzystamozna migedzy innymi:

— dane z pomiaréw poprzednich,
— daswiadczenie i wiedze na temat przyrzaddw i obiektéw mierzonych,
— informacje producenta przyrzadow,
— niepewn@ci przypisane danym zaczerpnietym z literatury.
Gdy informacja ta jest dobra, doktads@mceny typu B jest porownywalna z doktadweta oceny typu A. (Ocena



statystyczna jest tez niezbyt dokladna, por. taldeld. W trudniejszych sytuacjach ocena typu B pozwala
oszacowa tylko rzad wielk&ci niepewn8ci.

Najczeciej ocena typu B dotyczy okskenia niepewngci wynikajacych ze skiczonej doktadn&ci przy-
rzadow. W wyniku rewolucji w miernictwie wynikajacej z postepow elektroniki prawie wszystkie uzywane
wspotczénie przyrzady pomiarowe to albo proste przyrzady mechaniczne, albo tez elektroniczne mierniki cy-
frowe.

Proste przyrzady mechaniczne

Producenci przyrzadéw takich jak przymiar milimetrowy, suwmiarka czy termometr cieczowy na ogét nie
okreslaja ich doktadnsci. Powszechnie uwaza sie, ze niesprecyzowana blizej ,doldatjest rowna wartéci
najmniejszej dziatki skali, zwanej daldgiatka elementarna. Jej wart& wynosi dla linijki 1 mm, suwmiarki
0,05 mm, 5ruby mikrometrycznej @1 mm, termometru lekarskiega XX’ C. Jako pierwsze przyblizenie dla
niepewnd@ci standardowej przyjmujemy:

u(x) ~ dziatka elementarna. (1.9)

Ocena ta moze liyskorygowana w goére lub w dét zgodnie z posiadana wiedzaswamlczeniem.
Na przyktad, jezeli mierzymy linijk&rednice monety jednogroszowej i oceniamy ,na oko” réwniez dziesiate
czesci milimetra, to niepewrit standardowa moze zmniejgézgie do 02 mm. Z drugiej strony, przy pomia-
rze rozmiar6w pokoju &ma miernicza, niepewBo nalezy przyjé wieksza niz 1 mm, chioskale z podziatka
milimetrowa mamy na catej pieciometrowegtaie.

Elektroniczne mierniki cyfrowe

W przyrzadach z odczytem cyfrowym wastoodpowiadajaca zmianie ostatniej cyfry, zwana umownie
réwniez dziatka elementarna, okfe rozdzielczét przyrzadu. Niepewrs pomiaru jest wigksza i podawana
jest przez producenta w instrukcji przyrzadu. Pod nazwa ,btad graniczny”, ,dolé&qiitp., kryje sie niepew-
nost maksymalna, definiowana najéngej jako okrélony utamek wielk&ci mierzonej plus utamek zakresu,

AX=Cy-x+Cy- zakres (2.10)

Na przyktad dla omomierzy z rysunku3C, = 0,2%, C, = 0,1%. Przy pomiarze 10 na zakresie
20 kQ otrzymujemyAx = 0,04 kQ, rownowart&t 4 dziatek elementarnych.

Uzyskana ze specyfikacji producenta niepesgnmaksymalnd@rzewodnikzaleca zamiegina niepew-
no&t standardowaprzy uzyciu wzoru

Ulx) — AX

Wz6r 1.12wynika z zatozenia, ze (jezeli nie mamy dodatkowych informaciji) wynik pomiaru winien wy-
stapt z jednakowym prawdopodoliistwem w przedziale- Ax. Innymi stowy, zakladamy, ze mamy do czy-
nienia z rozktadem jednostajnym, dla ktérego odchylenie standardowe jest rowne potowie Szienadadu
podzielonej przez/3 (Dodatek A, wzor A7).

(1.11)

Przykilad 1.3 Ocena niepewrszi typu B dla pomiaru diugei wahadta

Dlugost wahadta mierzymy przymiarem milimetrowym uzyskujac wagtb= 410 mm. Przyjmujemy
niepewndt rowna dziatce skalu(l) = 1 mm. Ocena ta bierze pod uwage trushhdobrego przytozenia przy-
miaru do odcinkasrodek kuli — punkt zawieszenia wahadta.

5Zmiane te wykonujemy, gdy jest potrzebna, w szczeggdhev celu zastosowania prawa przenoszenia niepgeinpodroz-
dziat1.5).



1.5 Prawo przenoszenia niepewrsei

Wiele wielkdsci fizycznych nie da sie zmierzypojedynczym przyrzadem, lecz wyznacza sie metoda
pomiaru p&redniego. Na przyktad przyspieszenie ziemskie mozna wyzbaezpodstawie pomiaru dtugoi
i okresu drga wahadta. Przy@tmy, ze interesujaca nas wieby obliczamy z wzoru funkcyjnego

Y(X1y -y Xy o),

gdzie kolejne zmienne dadza sie zmigrbezp&rednio. Niepewr&ci u(xy),...,u(xx) wielkoSci mierzonych
bezp&rednio ,przenosza sie” na wielobliczanay powodujac, ze jest ona obarczonas&zona niepewno-
Scia. Dlatego sposoby obliczania niepewtiovielkasciy nosza nazwe prawa przenoszenia niepeéengub:
prawa propagacji niepewaoi).

Funkcja jednej zmiennej

Analize problemu rozpoczniemy od funkcji jednej zmienyej f(x). Niepewnd&t u(x) jest mata w po-
réwnaniu z wartécia mierzong, zatem niepewrst y obliczy¢c mozna jako iloczyn pochodnej funkgciji i nie-
pewnaciu(x),

dy
u(y) = G U, (1.12)
czyli jako rézniczke funkcjiy(x) (rys. 1.4). Prawo przenoszenia niepev@o dla funkcji jednej zmiennej ilu-
struje przyktadi.4.

Rysunek 1.4: llustracja prawa przenoszenia niepewnosci

1,0 T

funkcja y=x3

0,5 T
[ styczna
dy/dx

~

—

0,0 =k 1 1 1 1 1 1 1
0,0 0,5

-«

—_
_o___
=

Przyklad 1.4 Niepewn&t¢ objet&ci kuli o znanefrednicy

Zmierzylismy sredniceD stalowej kulki suwmiarka, otrzymujac wadoD = 2,45 mm z niepewngcia
u(D) = 0,05 mm. Objet&t kuli obliczamy ze wzorgmr® = ID® = 7,70 mn?. Niepewndt objetdci kuli

WYnNosi
33,1416

5 (2,45 mm)2-0,05 mm= 0,47 mn?

u(v) = % (gD3> u(D) = gDzu(D)



Funkcja wielu zmiennych

W przypadku funkcji wielu zmiennych obliczamy za pomoca wzbrl2rézniczki czastkowe dla kolej-
nych zmiennyclxy, ..., X, . .. i tworzymy z nich sume geometryczha

)= | i) 2 (119
c Z % :
Obliczona warté¢ niepewn@ci funkcji y nazywamy niepewnoscia ztozona i oznaczamy symbolerg; lub
us(y)’. Sumowanie geometryczne jest konsekwencja twierdzenia o wariancji sumy zmiennych losowych (Do-
datek A, wzor A9), przy zatozeniu, ze zmienne losowenggkorelowaneWarunek ten jest spetniony, jezeli
kazda z wielk&ci xx mierzona jest innym przyrzadem.

Najprostszy przypadek prawa przenoszenia niepéair(bezwzglednej) zachodzi, gdy funkgjgest su-
ma lub roéznica dowolnej liczby skiadnikow. Pochodne czastkéw@xx sa rowne jedngci i w rezultacie
niepewn@c ztozona jest suma geometryczna niepesanposzczegoélnych sktadnikow:

Yy=X1+X2—X3+... = uc(y):\/UZ(X1)+UZ(X2)+U2(X3)+... (1.14)

Przenoszenie niepewr&ri wzglednej
Prawo przenoszenia niepevamd przyjmuje posta szczegdlnie przejrzysta i wygodna do praktycznych

obliczen, gdy zamiast niepewssoi bezwzglednych obliczymstozona niepewnosé wzgledna uc (y) = uc(y)/y.
W tym celu rownaniel.13dzielimy obustronnie przeg, a nastepnie, wewnatrz nawiasu kwadratowego, mno-

zymy i dzielimy przez,
1 oy xk oy u( xk
= ——Uu(X
Z y OXk y Xk X«

Uzyskane wyrazenie zapisujemy w zwartej postaci

Uer (Y) = Z [Wic- Uy (%)) (1.15)
wyrazajacej prawo przenoszenia niepegeiavzglednych:

Ztozona niepewrsE wzgledna ¢ (y) = Uc(y)/y jest suma geometryczna niepedeiavzglednych
Ur (%) = U(Xx) /X« wielkasci mierzonych bezgeednio pomnozonych przez bezwymiarowe wagi w
réwne:

X ay

) % (1.16)

Formutal.15i 1.16 wydaje sie bardziej skomplikowana niz13 Rzecz w tym, ze przy obliczaniu
wag wieksz&t symboli skraca sie (patrz przyktads) i wyrazenia na wagi okazuja sie zdumiewajaco pro-
ste (tabl.2).

W kolumnie ,posta funkcji” symbolC oznacza nie tylko stata, lecz réwniez pozostatécagzoru funk-
cyjnego nie zawierajaca zmienngj stanowiaca zatem czynnik staty przy obliczaniu odpowiedniej pochodnej
czastkowej.

Najprostszy — a wazny w praktyce — przypadek prawa przenoszenia nieggwrglednej zachodzi,
gdy wielkast y jest iloczynem lub ilorazem wiellazi mierzonych bez@rednio. Wagi sa wtedy réwne jedsw
(patrz pierwszy wiersz w tabeli.2. w konsekwencji ztozona niepewsiwzgledna jest suma geometryczna
wzglednych niepewriei czynnikwxy:

6Suma geometryczna to pierwiastek z sumy kwadratéw sktadnikéw (co przedstawia Wty
“Indeksc pochodzi z angcombined uncertainty



Tabela 1.2: Warteci wag we wzorzé.15i 1.16dla najwazniejszych funkcji.

pa e a
Post& funkcji | w= aTy<§
y:CX7 y:% 1
y=Cx" In|
y=CvX 3
y=Ce¥ ax
= c
y=Clnax 5
X1-X2" ...
y:% = ur(Y):\/u?(x1)+ur2(x2)+ur2(x3)+... (1.17)

Whioskiem jak&ciowym z prawa przenoszenia niepewaigest okrélenie, ktéra wielk&t xx daje najwiekszy
przyczynek do niepewrsai ztozonej. Jest to zwykle, ale nie zawsze, zmienna, ktérej niegEwrgledna jest
najwieksza.

Przyklad 1.5 Niepewn8C wart&cei przyspieszenia ziemskiego wyznaczonego z pomiaru okresu
drgan i dlugéci wahadta prostego.

Okreslilismy dla wahadta warsei i niepewndci okresu drga T = 127933 ms u(T) =0,72 ms
i dlugosci | =410 mm  u(l) =1 mm (przyktadyl.2 i 1.3). Przyspieszenie ziemskie obliczamy jako

4r¢l _ 4-31416.410mm_ oo omm _ o oo

m
9= 72 = (127933 ¢2 g o2

Uwaga. W obliczeniu zapisujemy tak wieB@ liczbowe, jak i jednostki. Wynik zapisujemy z liczba cyfr ,do-
pasowana” do przewidywanej niepevénd pomiaru. W wieksaei przypadkoéw wystarcza zapis 4 cyfr znacza-
cych

Obliczenie niepewrsei ztozonej za pomoca wzofiul3wymaga obliczenia wyrazenia

() = ¢ ]+ [

Stosujac wzo6r.15na niepewngt wzgledna otrzymujemy:

2 ? 2 ’
Uer (Q) J [A-frnzmizn“r(')] - [?;‘;qur(T)] = \/[Ur(l)]er[ZUr(T)]2

T2 T2

Uzyskane wagi, rowne 1 i 2 odpowiednio dliaT, mozna wypisa od razu korzystajac z tabéli2. Numeryczne

obliczenia i zapis niepewrsci wykonujemy z doktadrgzia 2 cyfr znaczacychvide podrozdz.1.7). Nalezy
zestawt je w ponizszej tabeli.

T x [ o w0
diugast! || 409 mm| 1mm 0,24% 1 0,24 %
okresT | 1279 ms| 0,72ms| 0,056% | 2 | 0,11%

’ Suma (geometryczna): ,26% ‘
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Z obliczonej niepewngci wzglednej (9) = 0,26 % odzyskujemy niepewso bezwzgledna

0,28%
100%

m

Uc(g) = 97 890- 2

—0,028

Poréwnanie przyczynkéw pochodzacychwd)) i u(T) pokazuje, ze wiekszym Zzrédtem niepevgobwyzna-
czenia przyspieszenia ziemskiego jest niepeésmpomiaru dtugéci wahadta.

1.6 Niepewndt rozszerzona

Wiasndcia niepewnsci standardowej jest, ze w przedziale>od u(x) do X+ u(x) wartct rzeczywista
znajduje sie z prawdopodolfistwem okoto 2/3 (doktadnie: 68 % dla rozktadu Gaussa, 58 % dla rozktadu jedno-
stajnego). Niepewrs standardowa jest miara doktadgedpomiardéw, umozliwia poréwnywanie doktadstd
ré6znych metod pomiarowych, ta miara niepesacigest pokazywana na wykresach (o czym w podrozdzia-
le 1.9).

Do wnioskowania o zgodrsei wyniku pomiaru z innymi rezultatarfrzewodnikvprowadza pojeciaie-
pewnosci rozszerzonej U (ang.expanded uncertaintyJak nazwa wskazuje, jest to ,powiekszona” niepesgno
standardowa, wybrana tak, by w przedzi&le (y) znalazla sigorzewazajaca cagwynikow pomiaru potrzeb-
na do okrélonych zastosowea— w przemgle, medycynie, ochroni&rodowiska. Wartst U obliczamy mnozac
niepewnd@t ztozona przez bezwymiarowyspotczynnik rozszerzenia k

U (x) = k- ue(X) (1.18)

W zgodzie z migdzynarodowa praktyka do obliczddiarzyjmuje sie umowna war k = 2. Wartdsci
k inne niz 2 moga by stosowane tylko w przypadku szczegélnych zastoaaweinny byt dyktowane przez
ustalone i udokumentowane wymaganid/artdscik = 2 odpowiada prawdopodolfistwo realizacji zmiennej
losowej w przedzialet U réwne 95 % dla rozkladu Gaussa i 100 % dla jednostajnego (Dodatek A).
Typowe zastosowania niepevsod rozszerzonej, to wnioskowanie o zgodoiaizyskanego wyniku z war-
toScia doktadna, wzglednie z inna wastda zmierzona o znanej niepevée

Poréwnanie z wartcscia doktadna (teoretyczna lub tabelaryczna)

Wartdscia teoretyczna jest wielko, przewaznie bezwymiarowa, ktéra mozna éktebezbtednie — lub
Z niepewn@&cia pomijalnie mata — przy pomocy teorii. Przyktadowo, za pomoca gietléepytamierniczej
i okragtej miednicy mozna wyznaczgksperymentalnie stosunek obwodsdednicy kota. Wartst zmierzona
mozna poréwna z wartdécia teoretycznar = 3,1415927.. Dokladne wartci tabelaryczneo m.in. state
fizyczne, ktorych wartsci pochodza z pomiaru, ale znane sa z bardzo duza doldeigno

Whioskowanie o zgodrszi (badz niezgodrsei) wartéci zmierzonek i doktadnejxg polega na oblicze-
niu réznicyx — Xg | poréwnaniu z wartécia niepewnsci rozszerzonelVartcs¢ zmierzona uznajemy za zgodna
z wartdscia doktadna, jezelk— xo| < U (x). Uzyskanie wartsci nie mieszczacej sie w przedziaté) wskazuje
Z reguly na wystepowanie nieuwzglednionego w naszej analizie btedu systematycznego lub grubego.

Poréwnanie wynikow dwoch pomiaréw

Wyniki dwu niezaleznych pomiaréw tej samej wielad (np. wspoétczynnika zatamania szkta) maja z za-
sady r6zne wartri. Pojawia sie pytanie: czy wielkoi te rzeczywicie sie r6znia (bo mierzono r6zne gatunki
szkta), czy tez sa rbwne ,w granicach niepewcigpomiaru”. Teoria niepewrsci pomaga odpowiedziena nie
w sposob il&ciowy.

Rachunek przebiega nastepujaco. Do dyspozycji mamy dwie $garzierzonex; i Xz, oraz ich nie-
pewndci standardowey(x;) i u(x2). Zgodnie z prawem przenoszenia niepedeidwzorl.14) réznicax; — Xz
posiada niepewrs rbwna sumie geometryczngjx; ) i u(xz). Niepewn&t rozszerzona wynosi zatem

8Dwa ostatnie zdania przytaczaja oficjalne stanowisko NIST (poB)str.
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U (1 —%e) = ky/ () 2 + [u(e) (119)
Wyniki pomiaru uwazamy za zgodne ze soba, jezdli- x2| < U (X1 — x2).

Przykiad 1.6 Poréwnanie uzyskanej wagoi przyspieszenia ziemskiego z wacia tabelaryczna

Uzyskalsmy za pomoca wahadia prostego waitg = 9,866 m/g z niepewnéciau(g) = 0,028 nys?
Wartcst tabelaryczna dla Krakowa wynagj = 9,811 nys?. Obliczamy réznice

m m m
g—go:9,890?—9,811? :0,079?

Obliczamy niepewn& rozszerzona, przyjmujac wagok = 2,
m m
2 ?

Uzyskana wartgt jest niezgodna z wargia tabelaryczna. Celowo podajemy taki wynik, by przedysku-
towat mozliwe przyczyny niezgodisai i mozliwosci udoskonalenia pomiaru.

Réznicag — gp jest niewielka, co wskazuije, ze btedu grubego nie popetniono. Raczej nieuniknione nie-
pewndci pomiaru zostaty ocenione zbyt nisko. Na przyktad, ze przy pomiarze okresu mogt wystegmwa
datkowy btad systematyczny, ktérego nie mozna wgkmyzez statystyczna analize wyniku 8 pomiaréw. Rady-
kalne zmniejszenia(T) jest mozliwe przez zastosowanie elektronicznego pomiaru czasu.

Réwniez niepewnst pomiaru dtugéci mogta by oceniona zbyt optymistycznie, biorac pod uwage trud-
nost okreslenia ,na oko”, gdzie jesérodek kuli. Sposobem podniesienia doktagigpomiarul moze by
zmierzenie liniatem odlegkzi punkt zawieszenia — gérny punkt kuli i dodanie pot@&wgdnicy kuli, zmierzo-
nej przy uzyciu suwmiarki.

U(g) =k-u(g) = 2-0,028 =, = 0,056

1.7 Zapis niepewn@&ci pomiaru

Zalecane sposoby zapisu niepewocioprzedstawiamy na przyktadzie. Przyklad nasz wyrdznia zapis
stowny (i), przy uzyciu symboli (ii) i skrécony (iii), ale stosovanozna dowolna kombinacje przedstawio-
nych elementéw zapisu.

Niepewnd&t standardowa
(i) przyspieszenie ziemskie jest rowngg6 nys? z niepewndcia Q028 nys?;
(i) g=9,866nys?>; u(g)=0,028 nys;
(i) g=9,866(28) m/s.

Niepewndt rozszerzona
(i) przyspieszenie ziemskie wynosidb6 nys’ z niepewnécia rozszerzona 056 nys?;
(i) g=9,866mys?; U(g)=0,056 nys;
(i) g=(9,866+ 0,056) m/s.
Przykfad ilustruje zasady zapisu niepewoiozalecane przeRrzewodnik

— Niepewnét zapisujemy z doktadécia dwu cyfr znaczacyéhStosujemy zwykte reguty zaokraglania.
Wartost mierzona zaokraglamy do tego samego miejsca co nie@éwmonaszym przyktadzie do 3
miejsca po przecinku. (Jezeli ostatnia cyfra jest zero, nalezy ja pozésjako cyfre znaczaca.)

9Przy zaokraglaniu do dwu cyfr znaczacych maksymalna niepgmsmowodowana zaokraglaniem wynosi od 5% do 0,5 % (od-
powiednio, dla cyfr 10 i 99). Taka dokladstowystarcza, gdyz ocena niepeviebu(g) = 0,028 mys? ma dwie cyfry znaczace. Zera
Z przodu nie sa cyframi znaczacymi — znikna przy zmianie jednc(st(eﬁ =28 mm/sz)
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— Przy zapisach skréconych (iil). 7 symbol+ nalezy stosow@do niepewnsci rozszerzonej, zapis z uzy-
ciem nawias6w do niepewBoi standardowe;j.

Dodatkowe uwagi na temat zapisu liczb i jednostek

Wyniki pomiar6w i obliczé najlepiej podawa w jednostkach, dla ktérych wa#b liczbowa zawarta jest
w przedziale od 0,1 do 1000. Takie liczby sa przyjazne dla cztowieka — tatwe do wypowiedzenia i zapamietania,
zas ich zapis wymaga najmniejszej liczby znakéw drukarskich. Aby to umazliwprowadzono przedrostki
uktadu SI, takie jakp= 1012, n= 10° p = 106 m= 103 k= 10°, M= 10°, G= 105,... (nie
wymienilismy wszystkich). Dotac#yje mozna do kazdej jednostki posiadajacej wtasny symbol (m, s, A, W, F,
Hz etc.).

Gdy jednostka uktadu Sl jest kombinacja symboli (np. kg//m, W/(K-m) — jednostki gestri, nate-
zenia pola elektrycznego i przewodiwd termicznej), przedrostki mozna dotaczyo kazdego symbolu. Przy-
ktadowo, zapis ges8d rteci jako 136 g/cm® jest bardziej przyjazny niz 18- 10° kg/m?.

1.8 Wykresy zalezné@ci fizycznych

Istota metodologii fizyki jest eksperyment i jego teoretyczna interpretacja. W wykresach obrazujacych
zaleznéci funkcyjne dwu lub wiecej zmiennych odzwierciedla sie to w wyraznym zaznaczeniu zapinvko
tow daswiadczalnychjak i interpretujacej przebieg zjawiskazywej teoretycznej

Sporzadzanie wykreséw stanowi wazna umiejgtng@rzydatna w innych naukach &lweiadczalnych.
Przedstawione zasady obowiazuja zarowno w przypadku wykresow wykonywanych recznie jak i sporzadza-
nych przy uzyciu komputera. Standardowe elementy oméwiono ponizej.

Uktad wspotrzednych

Uktad wspotrzednych musi posiatipodziatke, oznaczenie wielgoi i oznaczenie jednostek. Skale wy-
kresu nalezy tak dobgaby byt on przejrzysty i dobrze wykorzystywat powierzchnige papieru. Aby to spetni
podziatka nie musi zaczyfhaie od zera (np. pionowe osie rysunkdvgi 1.9).

Rysunek 1.5: Zaleznos¢ wzglednej zmiany okresu drgah wahadta matematycznego
od amplitudy drgan. Przyktad poréwnania punktdéw doswiadczalnych z krzywa teore-
tyczna

0,03

0,02

0,01

0,00

CX)
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Przyzwyczajeni jestany z matematyki do rysowania uktadu wspoétrzednych w postaci dwéch prostopa-
ditych odcinkow (rys1.9). Drugi sposob polega na zamknieciu pola wykresu w prostokatna ramké (Gy%.6
i 1.8). Symbole lub opis stowny umieszcza sie wtedysmdku boku ramki (jednostki w nawiasach prosto-
katnych). Opis wykonujemy pismem technicznym, w edytorach pisrskadaje je czcionka ARIAL. Kreski
podziatki, skierowane do wewnatrz ramki, powtarzaja sie na pozostatych dwu bokach. W razie potrzeby réwno-
legte boki ramki mozna wykorzystalo pokazania roznych podziatek (rys8b). Zachecamy do sporzadzania
wykresow w postaci ,;amki”, gdyz jest to obecnie standardowy sposéb przedstawienia rezultatéw eksperymen-
talnych w dokumentacji technicznej i publikacjach naukowych.

Wykresy sporzadzane recznie wykonujemy otéwkiem na papierze milimetrowym. Zwykly papier milime-
trowy posiada siatke liniowa. Nabyez mozna papier do wykreséw z siatka logarytmiczna na jednejl(1§ys.
i 1.8b) lub obydwu osiach. Skale nieliniowe r6znych typéw mozna réwniez zrealzpveg uzyciu komputera.

Wykresy ze skala logarytmiczna stosujemy z dwu r6znych powodoéw. Po pierwsze, dla sensownego przed-
stawienia wielk&ci, ktéra zmienia sie o wiele rzedow wieba (rys.1.6). Po drugie, w celu linearyzacji funkciji
wyktadniczych i potegowych (0 czym w podrozdzidle).

Rysunek 1.6: Charakterystyki pradowo—napieciowe diod po6tprzewodnikowych réz-
nych typéw, spolaryzowanych w kierunku zaporowym. Przyktad zaleznoSci, ktérych
nie da sie opisac prosta funkcja matematyczna

10 000 Frmrs =

1000 |

diodaGe BRI e

prad wsteczny (LA)

napiecie w kierunku zaporowym (V)

Punkty doSwiadczalne

Podstawa do sporzadzenia wykresu jest taljalmkty doswiadczalne sa obrazem odpowiednich par
liczb (T —To)/To z tabeli. Punkty, naniesione otéwkiem na wykres sa stabo widoczne. W wielu naukach
(np. ekonomia) faczy sie te punkty gruba linia tamana.

W fizyce i innych naukactscistych z zasady postepujemy inaczej — punkty uwidaczniamy przez oto-
czenie symbolem w ksztalcie kotka, kwadracika itp. (ryS). Do estetycznego recznego rysowania symboli
warto uzywa plastykowych szablonéw zaopatrzonych w stosowne otwory. R6zny ksztatt symboli wykérzysta
mozna do przekazania dodatkowe] informacji, np. odréznienie punktéw nalezacych do réznych krzywych.

Na wykresie mozemy pokazadwniez niepewngci pomiaru. Powszechnie przyjety sposdéb, to rysowanie
odcinka niepewnosci 0 dtugdsci+ u(y) lub +u(x), jak to pokazuja rysunki.5i 1.8b. Nanosimy je, gdy sa du-
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ze w skali rysunku, tzn. rozmiar odcinka niepewsaigprzewyzsza rozmiary symbolu punktussidadczalnego.
Rowniez dobre programy komputerowe umozliwiaja nanoszenie zadanych odcinkOw niépewaanacza-
nie niepewnéci stuzy m.in. do wnioskowania o zgodsw eksperymentu z teoria. Jezeli wétbodcinkéw
niepewndci zostaty ocenione prawidtowo, przecietnie 2/3 z nich winno przésigaz krzywa teoretyczna.

Rysunek 1.7: Zestaw symboli punktéw doSwiadczalnych i niepewnosSci pomiaru w jed-
nym z programéw graficznych

Krzywa interpretujaca wyniki eksperymentu
Zasady rysowania krzywej zaleza od ,j&kd’ opisu teoretycznego, jaki mamy do dyspozycji.

— Dysponujemy algorytmem pozwalajacym obli€zkrzywa teoretyczna w sposéb niezalezny od poto-
zenia punktow dswiadczalnych. Wykres sktada sie z tychze punktow i obliczonej krzywej (r{s.
Krzywa ,doswiadczalna” nie jest potrzebna!

— Znamy z teorii typ funkcji (np. wiemy, ze jest to funkcja wyktadnioza= Ae %), ale nie znamy jej
parametrowA i a. Wtedy nalezy funkcje zadanego rodzaju jak najlepiej dopasdyaofitowat”) do
potozenia punktéw dewiadczalnych, parametry dopasowanej funkcji sa rezultatami pomiarul(8ys.
Metody dopasowania prostgj= ax-+ b oméwione sa w podrozdziale1Q

— Nie dysponujemy oki&@onym wzorem funkcyjnym (np. dla zale&w napiecia termopary od tempe-
ratury). Wtedy przez punkty dwiadczalne przeprowadzamy odrecznie (lub z pomoca krzywki) gtadka
krzywa ,dcswiadczalna” (rysl.6). Procedura ,wygtadzania” wynikdbw pomiaru oparta jest na zatozeniu,
ze nieznana gtadka funkcjgx) istnieje zatem moze by przyblizona szeregiem potegowym. Dlatego
w przypadku uzycia komputera (ktory niczego nie potrafi ,na oko”), jednym ze sposob6w wygenerowa-
nia gtadkiej krzywej jest dopasowanie szeregu potegowego, czyli wielomianu, ktéregastopieramy
metoda préb i bleddw.

Obok krzywej, w polu wykresu mozna i nalezy umiesZcdadatkowe napisy, linie, strzaitki etc., utatwia-
jace jego zrozumienie. Powyzsze, nieco schematyczne uwagi nie wyczerpujassieywmszystkich mozliwo-
ci i form wykresu.

Przykiad 1.7 Wykres zalezrixi okresu wahadta od amplitudy

Opracowany w przyktadzié.2 pomiar okresu wahadta wykonany zostat przy matej amplitudziefdrga
Przypomnijmy rezultatTo = 1,2793 s u(Tp) =0,0072 s.

Nastepnie wykonano jednokrotne pomiary 50 okresow dla wahadta wykonujacego drgania, w funkciji
wzrastajacej amplitudy dr@a®. Ponizsza tabela przedstawia zmierzone véaitokresuT oraz obliczone
wartosci wzglednej zmiany okres(lr — Tp) /To. WielkoSE (T — To)/To wprowadzamy dlatego, ze nie zalezy
ona od diugéci wahadta i przyspieszenia ziemskiego, co wiecej, zak&z{lo— Tp)/To 0d kata wychyleni®
jest taka sama dla wahajacego sig ciata o0 dowolnym ksztalcie.
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(Odeg]| 5 | 95 | 14 | 185 | 225 | 28 | 325 | 37 | 41 |
T[s] || 1,2808] 1,2780 | 1,2862] 1,2926] 1,2950| 1,2986/ 1,3090| 1,3158| 1,3208
T |l 0,0012| ~0,0010| 0,0054| 0,0104| 0,0123| 0,0151| 0,0232| 0,0285| 0,0324

Poniewaz kazdy pomiar okreuwykonano tylko raz, za niepewsdpomiaru mozna przyf@aestymator
odchylenia standardowegmjedynczego pomiaru:(li) = 0,0020 s yide przykiad 1.2). Zastosowa8my tu
oceneg niepewrkei typu B, na podstawie wynikdw poprzedniego pomiaru.

Niepewndt ztozona wielk&ci (T — Tp) /To Wwyznaczony z prawa przenoszenia niepesao

2
T-To 1 20T 2 0,020s]? 1,329
=1/ |=u(T —Uu(Ty)| = d —————| =0,017
Uc < TO > \/|:T0u( 0):| + |:T02 U( 0):| J |:1’2793 S:| + (1,2793 92 )
Obliczajacu dla roznych wartsci T stwierdzamy, ze niepewBojest praktycznie taka sama dla wszyst-
kich punktow wykresu. Zostata zaznaczona na wykresie (ry@. Natomiast zrezygnowano z pokazania rela-

tywnie matej niepewngci pomiaru kata.
Teoretyczna warft wzglednej zmiany okresu wahadta mozna obliczg pomoca wzoru

To _16@ 3072@ T

(vide Ewiczenie 2, kat wychyleni® trzeba podstawtaw radianach). Niezaleznie od wynikéw eksperymentu!
Potrzebne do wyrysowania krzywej dane, zestawione w ponizszej tabeli, obliczamy w rownych odstepach kata.

(©[deg]| 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 |

T%OTO 0,0005| 0,0019| 0,0043| 0,0076| 0,0119| 0,0172| 0,0234| 0,0305| 0,0387

Naniesionych punktéw teoretycznych nie uwidaczniamy, lecz prowadzimy przez nie gtadka krzywa.
W przypadku uzycia komputera najsej oblicz\t wiecej punktéw teoretycznych (np. co 0,5 stopnia) i na-
kaz& maszynie poprowadzenie przez nie linii tamanej — wrazenie gtadkiej krzywej zapewnione!

Poniewaz na wykresie zaznaczamy niepesgratandardowatylko cze&t odcinkéw niepewnsgci (circa
2/3) winna przecinasie z krzywa teoretyczna. Rysunkl demonstruje zatem zgodsiteorii i eksperymentu.

1.9 Linearyzacja nieliniowych zalezn&ci funkcyjnych

Linia prosta jest krzywa najtatwiejsza do narysowania, a nasze oko tatwo odrdznia krzywa od prostej.
Poniewaz tak rysowanie, jak i analiza matematyczna nieliniowych zaekpest trudniejsza niz liniowych,
powszechna praktyka jest sprowadzanie nieliniowych zakdrfonkcyjnych do postaci liniowej.

Przyktadowo, jezeli mamy do czynienia z zale&aia typu wyktadniczego

y = Aexp(—ax) (1.20)

to w celu jej zlinearyzowania obliczamy logarytm

Iny=InA—ax (1.21)

Odktadajac na osi pionowej ¥n a na osi poziomex, uzyskujemy prosta o wspotczynniku nachylenia
rownym —a, przecinajaca®pionowa w punkcie I1A 1.8.

Przy rysowaniu wykreséw wykorzystujacych operacje logarytmowania powszechna praktyka — zamiast
pokazywania na danej osi wykresu watologarytmu — jest rownowazne tej operacji wprowadzenie nielinio-
wej skali logarytmicznej (papier pollogarytmiczny lub opcja skali logarytmicznej w programie graficznym).
Rysunekl.8 posiada & pionowa opisana z jednej strony przez wacisamego logarytmu naturalnego, z pra-
wej z& — przy uzyciu skali logarytmicznej.
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W ogoéindcsci, tak sama mozliwae linearyzacji, jak i rodzaj wspétrzednych, jakie trzeba w tym celu za-
stosowa&, zaleza od postaci funkcji. Do postaci liniowej daja sie doprowagewie wszystkie funkcje za-
wierajace dwa nieznane parametry. Natomiast nie mozna zlineargZawicji zaleznych od trzech i wigcej
parametrow (npy = ax? + bx+c).

Przy linearyzacji funkcji, obok zmiany waioi wspétrzednych punktéw, ulegaja réwniez zmianie warto-
§ci odcinkéw niepewrtci. Nowe wart8ci u obliczamy za pomoca prawa przenoszenia niepgeviata funkcji
jednej zmiennej (wzét.12). Zestawienie rysunkow.8a i 1.80 uwidacznia, ze rozmiary odcinkéw niepewno-
&ci, jednakowe (i niewidoczne) w skali liniowej, staja sie relatywnie duze w ,ogonie” za8ezmtmgarytmo-

wanej.

Rysunek 1.8: Zalezno$¢ napiecia U od czasu t podczas roztadowania kondensato-
ra C przez opér R, przedstawiona na wykresie zwyktym (a) i zlinearyzowanym (b).
Niepewnos¢ pomiaru napiecia wynosi 0,005 V

) 42
1,0

0,8

S 06
04

0,2

0,0

b)

INUAV)

Uktad RC 7]

T

U = Upe"” .

.\
.\.\.\
®0-0-00¢0
1 rt -0

s T T T ]
_\.\ ]
| e 1
N
LN \\7
LN )’é’ i
L /))@
Ne.
\. ]
N ]
R ¢\¢
\+ +\ ]
B 19
1 1 i
0 20 40 60
t(ms)

17

1,2
1,0
08

0,6
0,4

uV)



1.10 Dopasowanie prostej do zbioru punktéw dewiadczalnych

Tematem tego rozdziatu jest zagadnienie poprowadzenia prostejx+ b jak najlepiej dopasowanej
do zbioru n punktow dewiadczalnychxiyi, Xoy2, . . . Xnyn). Celem dopasowania jest nie tylko uzyskanie efektu
wizualnego, ale przede wszystkim uzyskanie wast@parametréva i b opisujacych prosta, oraz ich niepew-
nosciu(a) i u(b).

Metoda graficzna polega na wykonaniu wykresu, a nastepnie na przytozeniu linijki (najlepiej przezro-
czystej) i wykrésleniu na oko prostej tak, by odlegld prosta — punkty eksperymentalnie bysednio jak
najmniejsze. Wykres do metody graficznej winiercluzy (formatu A4), o tak dobranych skalach, by na-
chylenie linii prostej byto zblizone do 45(rys. 1.9). Wspotczynnik nachylenia = Ay/Ax jest stosunkiem
przyprostokatnycly i Ax duzegdrojkata, ktérego przeciwprostokatna jest &z@ poprowadzonej graficznie
prostej (rys1.9). Parametb wyznacza punkt przeciecia prostej z ogia

Rysunek 1.9: Wyznaczenie parametréw prostej metoda graficzng

140

R [kQ)]

130

120

110

100 e b

1[°C]

0 20 40 80 80 100

Zrédtem nieporozumiebywa, pochodzace z kursu matematyki, utozsamianie wspétczynnika nachylenia
z tangensem kata nachylenia prostej do>osiV wykresach wielkéci fizycznych kat nachylenia prostej
moze by rozny dla tych samych danych pomiarowych — w zaléznod tego, jakie podziatki zastosujemy
na osiach wykresu. Jednoznacznie dkvaa wielkGcia pozostajeispotczynnik nachylenia-a Ay/Ax (zwany
krotko nachyleniem W przeciwigstwie do bezwymiarowego tangensa, nachylenp@siada wymiar, bedacy
stosunkiem wymiarow wiell&ciy i x.

Wada metody graficznej wydawaie moze subiektywrsd — kazdy poprowadzi prosta troche inaczej.
Testy wykazuja jednak, ze w przypadku prawidtowo wykonanego wykresu i odrobiny wprawyseigraya-
metrow prostej sa w granicach niepesnotakie same jak uzyskane za pomoca metod analitycznych. Ponadto
zaleta metody graficznej jest eliminacja punktéw drastycznie odbiegajacych od prostej. Najwieksza wada me-
tody jest brak informacji o niepewsoi parametrow proste;j.

Metoda najmniejszych kwadratéw jest najpowszechniej stosowana metoda analityczna. Swoja nazwe
zawdziecza kryterium jalari dopasowania — takiego doboru parametréw prostej, by suma kwadratéw réznic
wartcsci eksperymentalnyoh i obliczonychax + b byta jak najmniejsza

F= Z (a% + b))% = min (1.22)

Kryterium 1.22zapewnia najlepsze oszacowanie parametrow prostej przy zatozeniu, ze wszystkie punkty

18



pomiarowe obarczone sa jednakowym btedem przypadkowym o rozktadzie Gaussa.
W celu znalezienia parametréai b korzystamy ze zwyktego warunku na minimum funkcji dwu zmien-
nych:

0F_, o

da db

Obliczenie wyzej wymienionych pochodnych czastkowych prowadzi do uktadu rolimawych dla
niewiadomychai b:

=0

ay ¥ +by x =3 xy
ain +bn= Zyi

Rozwiazanie tego uktadu réwhaapis&é mozna na dwa réwnowazne sposoby. Formuly przedstawio-
ne ponizej sa najwygodniejsze do oblibzgeecznych. Zaczynamy od obliczerfieednich arytmetycznych dla
zmiennychx orazy:

1 1

okreslajacych potozenie§rodka ciezkéci” X, y punktéw eksperymentalnych. Parametry prostej oblicza sie
Z wzoréw:

—SSN-X,  b=y-ax (1249

gdzie

D= (x—x)? (1.25)

Zauwazmy, ze wzOr dla parametoyczyli punktu przeciecia prostej z osjawynika z poprowadzenia
prostej o nachylenia przez ,srodek ciezkéci” X, y.

Zastosowanie praw statystyki matematycznej pozwala wyprowddainuty na odchylenia standardowe
obydwu parametrow prostej. Najpierw obliczamy wiedgo

\/ \/ — (8% +b] (1.26)

bedaca estymatorem odchylenia standardowego punktéw od dopasowanej prostej.
Wartcst s, stanowi wynik p&redni do obliczenia btedoéw standardowych parametréw prostej, ktére obli-
czamy z formut:

u(a) = 75 u(b) =sy ﬁ+5 (1.27)
Kryterium najmniejszych kwadratow mozna wykorzystdo dopasowania innych zale&wd funkcyj-
nych. Potrzebne algorytmy omawiane sa w podrecznikach statystyki matematycznej i zaimplementowane w kom-
puterowych programach do analizy danych.

Metoda najmniejszych kwadratéw a problem btedow systematycznych i grubych

Metoda najmniejszych kwadratow jest ocena typu A — statystyczna analiza pariliczbx;, y;. Zapew-
nia ocene niepewrdeiu(a) i u(b) pochodzacej tylko od btedu przypadkowego.

Jednakowy dla wszystkich punktdwad systematycznyowoduje przesuniecie catego obrazu punktéw
eksperymentalnych i prostej. Takie przesunigecie (wzdtuz kieronkadzy) wptywa tylko na wart&¢ para-
metrub prostej. Jest wiec bez znaczenia w sytuacjach, gdy naprawde waznym rezultatem eksperymentu jest
wspotczynnik nachylenia.
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Drugi, czesto spotykany rodzaj btedu systematycznego, polega na tym, ze punkty odchylaja sie od prostej
na poczatku lub na keu zakresu pomiarowego. Przy dopasowaniu prostej, tak metoda najmniejszych kwadra-
téw jak i graficzna, nalezy nie btgod uwage punktdéw systematycznie odbiegajacych od zalekliwiowe]

(chat wszystkie punkty pokazujemy na wykresie).

Przejawembtedu grubeggest punkt wykresu drastycznie odbiegajacy od pozostatych. Moze ©n by
wynikiem pomytki przy wykonywaniu eksperymentu i zapisie jego wynikow oraz pomytki przy wprowadzaniu
danych do kalkulatora lub komputera. Nawet pojedynczy taki punkt zdecydowanie ps\e jiasowania
metoda najmniejszych kwadratéw.

Reasumujac: wykres umozliwiajacy wizualna ocene danych nalezy wgktrtaobejrzé na monitorze
komputera) przed przystapieniem do oblicze

Przyklad 1.8 Dopasowanie prostej metoda najmniejszych kwadratéw

Przedstawiony przyktad liczbowy dotyczy zalesnbrezystancji opornika platynowego od temperatury.
Zalezn&t ta w stosowanym zakresie temperatur opisuje prBstaat + b, gdziet jest temperatura mierzona
w stopniach Celsjusza. Przez 15 punktovsw@mdczalnych (rysl.9) nalezy przeprowadziprosta metoda
najmniejszych kwadratow.

Przedstawiona ponizej tabela zawiera wspétrzedne punktow eksperymentalnych (keumhy po-
Srednie rezultaty oblicte

i X | Vi | 06=%7| (x—R)yi | &y =yi—(ax+b) | &7
1 25 | 109,4 1225 -3829 +0,54 0,29
2 30 110,1 900 -3303 -0,57 0,33
3 35 | 112,0 625 -2800 -0,48 0,23
4 40 114,7 400 -2294 +0,40 0,16
5 45 116,0 225 -1740 -0,11 0,01
6 50 118,1 100 -1181 +0,18 0,03
7 55 119,5 25 -597.,5 -0,23 0,05
8 60 121,8 0 0 +0,25 0,06
9 65 123,1 25 615,5 -0,26 0,07
10 70 1249 100 1249 -0,27 0,07
11 75 127,6 225 1914 +0,62 0,28
12 80 | 129,4 400 2588 +0,60 0,36
13 85 130,6 625 3265 -0,01 0,00
14 90 | 131,9 900 3957 -0,52 0,27
15 95 134,1 1225 4693 -0,13 0,02
| Suma|[ 900 | 1823,2] 7000 | 25375 | 0,01 | 2,33]

Obliczanie parametréw prostej:

X = 900/15= 60°C
y=18232/15=12155Q

D = 7000 deg

a= 2537,5/7000= 0,3625Q/deg
b=12155—0,362560=99,80Q

Na podstawie obliczonych parametr@ b mozemy wykrélic prosta regresji. W tym celu oblicza-
my wspétrzedne dwdch dowolnych punktéw prostej, RA100°C) = 0,3625- 100+ 99,8 = 136,05 Q oraz
R(0°C) =b=199,8 Qi punkty te faczymy linia prosta. Zgodeoprostej i punktow dewiadczalnych stanowi
najlepszy sprawdzian poprawse obliczér dokonanych do tej pory!

Na podstawie sumy kwadratéw odchytek punktéw od prostej (ostatnia kolumna tabeli) obliczamstwarto

. [ 23
Y=\ 15-2

=0,420Q
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i niepewndci standardowe parametrow proste;j:

0.42 0 1 602
_ 9% 500502 b) = 0,42 = + 222 _0,24Q
u@) = —maap = 2000 Geg U =042 75+ 7550 =0

W skrécie parametry prostej regresiji i ich niepewoianozna zapisajako:

Q
O) Tega

a=0,36255 b=199,80(24) Q

Fakt, parametb jest w granicach niepewBai rozszerzonej rowny 10Q nie jest przypadkiem. Pomiar
nasz wykonany zostat dla standardowego opornika Pt stuzacego do pomiaru temperatury, produkowanego tak,
by w temperaturze GC jego rezystancja wynosita doktadnie 1Q0

1.11 Zastosowanie kalkulatorow i komputerow do opracowania danych

Kalkulatory

Dobry kalkulator osobisty jest obecnie dla inzyniera rownie niezbedny jak przed laty suwak logarytmiczny.
Najlepiej zaopatrzy sie w kalkulator ,naukowy” (SCIENTIFIC) posiadajacy funkcje matematyczne, wyko-
nujacy obliczenia statystyczne i czesto wyposazony w moslivpoostego programowania. J&&@rzyrzadu

i wygoda pracy zaleza w duzym stopniu od jakbjego przyciskow.

Kalkulatory niskiej klasy pokazuja wszystki& + 9) cyfr po przecinku. (Karygodne jest raportowanie
wszystkich cyfr, jako wyniku obliczZe— nawet dla wynikéw p&rednich zapis 4 cyfr znaczacych na ogét wy-
starcza). Wygodne w uzyciu sa kalkulatory, ktére samoczynnie zaokraglaja do zadanej liczby cyfr po przecinku
w zapisie zwyklym, wzglednie do ol&wnej liczby cyfr w przypadku nastawienia na potegowy zapis liczb.

Mozliwost zaprogramowania kalkulatora pomaga uspravpawtarzajace sie obliczenia. Typowym za-
stosowaniem jest obliczanie punktéw krzywej teoretycznej za pomoca wzoru wprowadzonego do pamigeci kal-
kulatora.

Wigkszat kalkulatoréw stosuje notacje zwykta, czyli algebraiczna. Warto wiédzie niektore kalkula-
tory wykorzystuja ,notacje polska”, zaproponowana w okresie miedzywojennym przez polskiego matematyka
Jana tukasiewicza (1878-1956). W kalkulatorach takich najpierw wprowadza sig liczby, a potem symbol ope-
racji matematycznej#, —, etc.). Uproszczenie ztozonych obli¢zpolega na catkowitej eliminacji potrzeby
stosowania nawiasow i znaku ,=". Kalkulatory wykorzystujace odwrotna notacje polska (np. firmy Hewlett
Packard) maja na obudowie symbol REN

Obliczenia statystyczne przy uzyciu kalkulatora

Kazdy kalkulator naukowy przystosowany do obliczasriedniej i odchylenia standardowego seticzb.
Oznaczenia i spos6b uzycia przyciskéw sa zrealizowane w rézny sposoéb, ale schemat gdsictaki
sam.

— Wstepem do oblicZejest wyzerowanie statystycznych rejestréw pamigci.

— Nastepnie wprowadzamy dowolna8boliczb x;. Nie sa one zapamigtywane, lecz uzyte do tworzenia
w trzech rejestrach sum:
> ¥x ¥
Sumowanie kolejnych jedynek olgla liczbe pomiarow(y 1 = n), dzigki czemu liczbyn nie trzeba
osobno wprowadza

— Po wprowadzeniu danych uzycie odpowiednich przyciskow powoduje obliczestdaiejx i estymatora
odchylenia standardowego pojedynczego poméaru

— Zreguly nie ma przycisku dla obliczania estymatora odchylenia standard@neddytej. Trzeba wykorta
dodatkowe obliczeniai(x) = % (wzor1.7).

10skrét z jezyka angeverse Polish notation
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Wiele kalkulatorow naukowych umozliwia dopasowanie prostej metoda najmniejszych kwadratéw. Sche-
mat obliczé jest podobny.

— Wyzerowanie statystycznych rejestrow pamigeci.

— Wprowadzanie kolejnych par liczl, y; . Postuza do tworzenia w 6 rejestrach pamieci sum:
yl=n  3x, I¥ 3V, IYH,  IX¥

— Uzycie odpowiednich przyciskdw umozliwia uzyskanie parametréw a, b prostej (obliczane sa na podsta-
wie zawart&ci ww. rejestréw pamieci).

— W wigkszaci kalkulatoréw z zaimplementowanym dopasowaniem prostej nie ma automatycznego obli-
czania niepewrgriu(a) i u(b). Na szczécie, istnieje zwykle przycisk do obliczania wspotczynnika ko-
relacjir. Wielko&t ta jest bezwymiarowym parametrem statystycznym, tym blizszym &arfolub —1
im punkty eksperymentalne sa blizsze linii prostej. (Dla danych z przyktatlwspotczynnik korelacji
r =0,9987). Znajomét r umozliwia obliczenie niepewrsai parametrow prostej za pomoca wzoréw

@) = 1 250w = X (1.28)

ZawartGt rejestrow statystycznych mozna wydeétsy pamieci kalkulatora, warsd ¥ X2 jest potrzebna
do obliczeniau(b).

Komputery

Typowym zastosowaniem komputera w analizie danych sa obliczenia statystyczne oraz dopasowanie pro-
stej metoda najmniejszych kwadratow. Uzycie komputera jest wrecz niezbedne przy duzej liczbie danych,
gdzie jego zasadnicza zaleta jest nie tylko szyblabliczeh, lecz rowniez mozliwgt sprawdzenia, czy nie by-
lo pomyiki przy wprowadzaniu danych. Odpowiednie programy sa dostepne w komputerach zainstalowanych
w Pracowni Fizycznej, obejmuja one réwniez mozlswdinearyzacji zalezrixi wyktadniczych i potegowych.
Dopasowanie prostej i innych zaleAwd funkcyjnych wchodzi tez w sktad kazdego programu do graficznej
prezentacji danych.

Komputer z drukarka wyposazony w odpowiedni program mozna wykoizyktaporzadzania wykre-
s6w. Dobre programy graficznej prezentacji danych daja mo&tivzoealizowania wszystkich oméwionych
w podrozdzialel.7 zasad sporzadzania wykresow. (Przy uzyciu komputera sporzadzone zostaly tySunki
i1.9.

Jezeli uzywany przez nas program czegie potrafi — lub nie opanowatny wszystkich jego mozli-
wosci — rozsadnym rozwiazaniem jest uzupetnienie rysunku komputerowego recznie przez dodanie odcinkéw
niepewnéci, dodatkowych linii i opisbw etc. Ostatecznie cztowiek decyduje o popraginzyskanego wy-
kresu i niedopuszczalne jest rozumowanie: wykres musdmjpry, bo zostat uzyskany przy uzyciu komputera.

Hwzory 1.28 zostaly wprowadzone niedawn@.Higbie, Uncertainty in the linear regression slope, Am. J.Phys. 59, 184 (1991)
i jak dotad nie trafity do podrecznikéw i instrukcji kalkulatorow. Zawieraja funkcje trygonometryczne, co jest ewenementem w staty-
styce.
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