12. Dyfuzja wzajemna czes¢ Il - metoda Boltzmanna-Matano

Na poprzednich zajeciach zajmowalismy sie tematem dyfuzji wzajemnej. PoznaliSmy najbardziej
podstawowe réwnania Darkena oraz omoéwilismy zjawiska fizyczne towarzyszace temu procesowi. Tym razem,
skupimy sie na doktadniejszym opisie teoretycznym tego zjawiska oraz na praktycznej interpretacji wynikéw
eksperymentalnych.

12.1. Metoda Boltzmanna -Matano

"Koncowym" rezultatem naszych poprzednich rozwazan, byto réwnanie prawa zachowania masy dla dyfuzji
wzajemne;j:
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Jak mozemy zauwazyg, jest to czastkowe, nieliniowe réwnanie rézniczkowe. Réwnanie to, mozemy sprowadzi¢

(12.1)

do postaci zwyczajnego, nieliniowego rownania rézniczkowego, poprzez zastosowanie tzw. podstawienia
Boltzmanna (w czesci ksigzek w mianowniku dodatkowo pojawia sie mnoznik 2, ktéry jednak nie wptywa na
"filozofie" rozwigzania):
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Sl =

Zaktadamy, ze:

ca=f) (12.3)
Zatozenie to jest bardzo istotne - przyjmujac je, definiujemy proces dyfuzji jako paraboliczny. Jest to prawdziwe,
jednak tylko w przypadku, gdy dyfuzja nie dochodzi do koricdw uktadu, czyli innymi stowy gdy stezenia na
koncach pary dyfuzyjnej sg state przez caty okres trwania procesu (méwimy wéwczas o tzw. uktadzie pét-
nieskonczonym).

Metoda Boltzmanna-Matano, umozliwia nam okreslenie wspdétczynnika dyfuzji wzajemnej w funkcji sktadu
probki, w oparciu o wyniki eksperymentalne oraz réwnania (12.1) i (12.2). Zanim jednak przejdziemy do
dalszych réwnan, wprowadzZmy pare pojec:

e plaszczyzna Matano - zostata wprowadzona w 1933 roku przez C. Matano i pozwala na opis zjawiska
dyfuzji wzajemnej. Matano rozpatrywat dwusktadnikowe, pét-nieskoriczone pary dyfuzyjne (czyli takie
ktore zaczynajg sie w x=0 i ciggng sie jedna do nieskonczonosci, druga do minus nieskornczonosci -
spetniony jest warunek parabolicznosci), w ktérych w chwili poczatkowej (warunek Heavyside'a):
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ci=c¢ dla (x>0,t=0)
W tym miejscu wprowadzimy nieco zmodyfikowang posta¢ podstawienia Boltzmanna:
X — xM
A= 12.5
Vi (12.5)

Pojawia sie nam tu nowy symbol: x,, oznaczajgcy potozenie ptaszczyzny Matano. Jest ona zdefiniowana
poprzez rownanie:
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Wartos¢ x,, musi by¢ tak dobrana, aby réwnanie (12.6) byto spetnione. Réwnanie (12.6) jest raczej
mato intuicyjne, jego alternatywna forma wyglada nastepujgco:
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Z powyzszego réwnania wynika, ze potozenie ptaszczyzny Matano znajduje sie w punkcie, wzgledem
ktérego przeszto tyle samo sktadnikdw w lewo co w prawo. Wprowadzenie ptaszczyzny Matano w
dyfuzji wzajemnej jest konieczne, bowiem ze wzgledu na to, ze poszczegdlne sktadniki majg strumienie
o rdznej wartosci, musimy wyznaczy¢ jakis punkt odniesienia pozwalajagcy nam na unormowanie
catej procedury. Z punktu widzenia wyznaczania wspétczynnika dyfuzji, rownanie (12.5) méwi nam, ze
po znalezieniu pofozenia ptaszczyzny Matano, powinnismy przesung¢ poczatek uktadu wspétrzednych
w jej pozycje.

e ptaszczyzna Kirkendalla - jest to ptaszczyzna, ktéra porusza sie od samego poczatku trwania dyfuzji,
czyli w poczatkowym momencie znajduje sie ona doktadnie na ztgczu dwdch prébek. Jesli w ztgczu
umieszczone zostaty markery, to ruch tej ptaszczyzny pokrywa sie z ruchem markerow.

Teraz mozemy przejs¢ do wtasciwej analizy Boltzmanna-Matano. Podstawowym rdéwnaniem z ktérego
wychodzimy jest wyprowadzone na zajeciach nr 5 prawo zachowania masy dla procesu dyfuzji wzajemnej:
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Mozemy teraz wykorzysta¢ nasz parametr Boltzmanna, aby zredukowac ilo$¢ zmiennych w réwnaniu:
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W rezultacie otrzymujemy prawo zachowania masy w postaci:
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Ponownie stosujemy podstawienie Boltzmanna (pozbywajac sie x i t):
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Mnozgac obie strony przez dAi:
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Pamietajgc o warunkach brzegowych, mozemy to réwnanie obustronnie scatkowac¢ az do analizowanego
miejsca c;(x = x™):
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Poniewaz analize prowadzimy dla danego czasu t=const, mozemy pozbyc sie parametru Boltzmanna z obu stron
réwnania:
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Nastepnie pamietajac, iz na lewym korncu pary stezenie jest state (uktad pét-nieskoriczony!!), czyli (%f) =0
mozemy zapisac:
ca .
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Po przeksztatceniu dostajemy:
ca
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Catkujac przez czesci:
x*
~ 1 /dx . _ B
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Przy zatozeniu, ze uktad ma statg objeto$¢ molowg, mozemy sobie uprosci¢ réwnanie () do postaci:
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Powyisze rOwnanie nazywamy rownaniem Boltzmanna-Matano. Na podstawie tego réwnania, mozliwe jest
wyznaczenie wspétczynnika dyfuzji wzajemnej dla punktu o dowolnym skfadzie (w obszarze dyfuzji i przy
zatozeniu poét-nieskonczonosci uktadu) w oparciu o dane eksperymentalne, ktérymi sg profile stezen zmierzone
na badanej prébce.

Réwnanie (12.19) wyglagda na dos$¢ ztozone, jednak jest ono bardzo fatwe w uzyciu przy zastosowaniu
interpretacji graficzne;j:
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Fig. 12.1. Interpretacja graficzna metody B-M



Patrzac na réwnanie (12.19), widzimy, iz w nawiasie kwadratowym znajdujg sie dwa cztony, ktére mozemy
interpretowac jako pole pod wykresem n;(x):

~ 1 /dx
b= —(—) [R+5] (12.20)
gdzie:
S=x"(n; —ny)
(12.21)
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Zwrdémy uwage na znak cztonu S. Poniewaz jestesmy uktadzie wspodtrzednych ptaszczyzny Matano (czyli x,,=0),
to nasza wartos¢ x* jest dla sytuacji przedstawionej na Fig. 12.1 wartoscig ujemnga. Kwestia znaku jest jednym z
najczestszych powoddéw bteddéw w metodzie B-M, bedziemy omawiaé inne jej przypadki na zajeciach.

12.2. Wyznaczanie predkosci Darkena

Zgodnie z tym co powiedzieliSmy na jednych z poprzednich ¢wiczen, predkos¢ Darkena dana jest wzorem:

pd = —lz Ji (12.20)
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Réwnanie to jest bardzo przydatne pod katem symulacji numerycznych, jednak mato praktyczne w interpretacji
danych eksperymentalnych. Sprébujmy zatem sprowadzi¢ je do innej postaci.

Od tego momentu zaktadamy, ze v% opisuje predkosé dryftu na styku dwdch materiatéw, czyli miejsca w
ktdrym umieszczamy markery. Oznacza to, ze v% jest réwne predkoséci markeréw. Teraz skorzystamy z
zatozenia parabolicznosci, ktére wynika bezposrednio z podstawienia Boltzmanna. Zgodnie z nim:

X, = i (12.21)

Gdzie:  x,, - potozenie markerdw

Poniewaz wszystkie wielkosci w uktadzie (stezenia, utamki molowe) zalezg od zmiennej A, to kazde potozenie
wyrazone za pomocga N;, D; i A musi spetnia¢ wyrazenie:

X = It gdziel = 1(1) (12.22)

Jak dobrze wiemy z fizyki:
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Widzimy zatem, ze na podstawie pomiaru przemieszczenia markeréw, mozemy eksperymentalnie okresli¢
wartos¢ predkosci Darkena dla nich. Rdwnanie () jest bardzo istotne przy analizie zjawiska bifurkacji ptaszczyzny
Kirkendalla, o ktérym by¢é moze powiemy wiecej na zajeciach.



