4. Rownania dyfuzji
4.1. Prawo zachowania masy cd.

Roéwnanie dyfuzji jest prostg konsekwencjg prawa zachowania masy, a wiasciwie to jest to prawo
zachowania masy zapisane dla procesu dyfuzji i uwzgledniajgce rownania konstytutywne na strumien
dyfuzyjny. Zacznijmy od prawa zachowania masy w postaci rézniczkowej:

a .
V(o) + L=, (4.1)

W zadaniu 2.6. wprowadzilismy po raz pierwszy idee superpozycji predkosci masy. Zapiszmy jg teraz w sposob
bardziej formalny. Strumien masy J; w ukfadzie wielosktadnikowym przybierze dla i-tego sktadnika nastepujacg
postac:

> — —di —dri
Ji = pig, = pig ™ + puidrist (4.2)
Gdzie: ﬁfiff - predkos$¢ masy wynikajgca z procesu dyfuzji

udrift - predko$é masy wynikajaca z innych proceséw, np. adwekcji, naprezer itd.

Wstawiajgc (4.2) do (4.1) otrzymamy:

di i ap;
V- (" + padrifty + O_tl = (4.3)

Po rozdzieleniu poszczegdlnych cztondw otrzymamy najbardziej ogdlng postac¢ prawa zachowania masy sposrod
dotychczas poznanych:

czton akumulacyjny czton adwekcyjny
dp; di ;
E + V- piﬁi 7 + V- piﬁdT‘IfIﬁ =T1; (44)
czion dyfuzyjny czion Zrodiowy

4.2. Il prawo Ficka

Sformutujmy teraz réwnanie dyfuzji dla najbardziej podstawowego uktadu. Przyjmijmy nastepujace
zatozenia:

o ¥t = 0 — brak adwekcji jakiegokolwiek pochodzenia
e 1, =0— brakprodukcji/zaniku sktadnika w uktadzie
pdiff — _Dl_plivpi — YT piﬁ;iiff

i i

= J¥%T = _pyVp, Iprawo Ficka

i
e D, =const

Uwzglednienie tych zatozen w réwnaniu (4.4) prowadzi do otrzymania réwnania:

o0p; op;
6_1,“1 =-V-D;Vp; = E)_tl = D;Ap; (4.5)

znanego jako drugie prawo Ficka.

Jak pamietamy z poprzednich zaje¢, réwnania transportowe wykazujg znaczacg analogie miedzy soba.
Wystepuje ona takze dla tego przypadku:

aT
9r _ 4.6
o kAT (4.6)



Powyzsze réwnanie opisuje przeptyw ciepta. Jest ono doktadng analogig drugiego prawa Ficka, co niekiedy
wykorzystuje sie w modelowaniu procesow.

Pomimo pozornej prostoty réwnania (4.5), jego analityczne rozwigzanie mozliwe jest tylko dla
pewnych szczegdlnych przypadkéw. Sposdb rozwigzania zalezy min. od przyjetych warunkéw brzegowych i
poczatkowych, ktdore sg podstawowym warunkiem otrzymania catki ogdlnej réwnania rézniczkowego. Do
najczesciej spotykanych rodzajéw warunkéw brzegowych naleza:

e  Warunki brzegowe Neumanna (WBN) - okreslajg wartos¢ pochodnej funkcji na granicach dziedziny
funkcji. W przypadkach rozwazanych przez nas, okresla¢ bedg strumienie ptyngce przez brzegi uktadu

(co wynika z faktu, iz J~ Z—;) . W przypadku uktadu zamknietego, dla ktérego strumienie przez brzegi

uktadu wynoszg zero (J=0), méwimy o jednorodnych warunkach brzegowych Neumanna.

e  Warunki brzegowe Dirichleta (WBD) - okreslajg wartos$¢ funkcji na granicach dziedziny funkcji. W
przypadkach rozwazanych przez nas, okresla¢ bedg warto$¢ stezenia (temperatury) na brzegach
ukfadu.

Ponizej zaprezentowane zostato rozwigzanie rownania (4.5) przy zatozeniu punktowego zrdodta masy
(przypadek jednowymiarowy) i uktadu pot-nieskoriczonego. Tutaj mata uwaga - rozwigzanie to jest
prezentowane tylko w celach poglagdowych, tego typu przypadki nie bedg rozpatrywane podczas zajec.
Natomiast bardzo istotne dla naszych zajec¢ beda wnioski ptyngce z rozwigzania (pogrubiony tekst na koncu
przyktadu).

Przyktad 4.1.

Oblicz c=c(t) dla masy rozchodzacej sie w uktadzie pét-nieskoriczonym z punktu potozonego w punkcie x=0.
Zaktadamy zerowy czton zrdédtowy, dyfuzja substancji (ilos¢ = M) zachodzi w obu mozliwych kierunkach: 0< x
<00 oraz —oo< x<0.
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Rys.4.1.Schematyczne przedstawienie zagadnienia



Rozwigzanie:

e Rozwigzywane réownanie:

dc d%c
—=D—0 4.7
at b dx? 4.1
e  Warunki poczatkowe
dlat =0,c(x,0) =0 dla kazdego x + 0 (4.8)
e  Warunki brzegowe

Warunki brzegowe w tym wypadku méwig nam, ze ze wzgledu na nieskoriczonos¢ uktadu dyfundujgca masa
nigdy nie dojdzie do jego brzegdw.

Na podstawie zatozen:
[eo)
J- clx,t) =M

Do rozwigzania rownania wykorzystamy metode transformaty Laplace'a. Transformata Laplace'a funkcji f(t)
dana jest réwnaniem:

Llf@] = [ f@ede =76
0
Po zastosowaniu transformaty dla obu stron réwnania (4.7):
t L] (t)]—waaZC “Stdt =D o* foo ‘Sfdt—DdZC_
prawa strona: L[ f = N e =D=53 i ce =D-5
Gdzie:

f=f ceStdt
0

Dla lewej strony:

“adc *© _
lewa strona: L[f(t)] = j Ee‘“dt =ce Sty — sj —ce Stdt = —c(x,0) + sC
0 0
Po potaczeniu obu réwnan:
s _ d*C(x,s) c(x,0)
EC(x, $) - dx? = D

Na podstawie warunku poczgtkowego rownanie to redukuje sie do postaci:

s _ d2C(x,s)
EC(X,S) —7 =0

Rozwigzaniem powyzszego réwnania jest funkcja postaci:

C = Ae*VS/P 4 Be=*Vs/D



Separujemy rozwigzanie na dwa przypadki: masa poruszajaca sie w lewa strone w stosunku do zrdédfa (x<0) i
masa poruszajgca sie w prawa strone (x>0). W celu spetnienia warunkéw brzegowych, zaktadamy:

e Dlalewej strony:C = Be ™VS/® oraz A =0
e Dlaprawej strony: C = Ae*VS/? oraz B = 0

Poniewaz masa rozchodzi sie symetrycznie, mozemy zapisac:

@ M

f c(x,t)dx = =
o 2

Po zastosowaniu transformaty Laplace'a dla obu stron réwnania (1.15):

© M
f C(x,s)dx = —
0 2s

Po podstawieniu naszych zatozen:

w rezultacie:
M
B =
2+v/sD
W efekcie otrzymujemy wyrazenie:
X
_ M M e_(v_ﬁ)ﬁ
C(x,s) = e/ = ———
2+/sD 2D s

W celu uzyskania ostatecznego wyniku, konieczne jest zastosowanie do réwnania transformaty odwrotnej:

X
HCCo )] = € t) = = £ )"
L7 C(x,s)] =cx,t) = L~
2D Vs
Dla tego typu rownania:
-avs
L1 e v zﬂe—xz/u
Vs Vrt
Ostatecznie:
c(x,t) = e~x’/4Dt 4.10
2+/Dmt ( )
Mozna zauwazyc, iz rownanie (1.22) ma postac analogiczng do rozktadu normalnego:
2y 1 G
N , 0 = e 2o
o) = e (4.12)

Widzimy teraz, ze rozwigzaniem naszego réwnania jest krzywa dzwonowa (rozktad Gaussa), o sredniej u =0
oraz wariancji 6°=2Dt. Zatem warto$¢ odchylenia standardowego wyniesie:

o =V2Dt (4.12)



Zgodnie z teorig opisujacg rozktad Gaussa moziemy stwierdzi¢, iz rownanie (4.12) jest réownowazne
stwierdzeniu, ze po czasie t, okoto 68% masy poruszajgcej sie w dang strone, znajdzie sie pomiedzy

potozeniem poczatkowym x = 0, a ptaszczyzng oddalong od tego punktu o d = vV2Dt. Wielkos$¢ tg bedziemy
nazywac gtebokoscig wnikania.

4.3. Rozwigzania stacjonarne

Podczas naszych zaje¢ skupimy sie gtéwnie na rozwigzaniach problemdéw stacjonarnych, ktére nie
wymagajg tak zaawansowanego aparatu matematycznego. Dla stanu ustalonego, lewa strona réwnania (4.5)
ulega wyzerowaniu, redukujac nam zagadnienie do prostego réwnania rdzniczkowego jednorodnego.

Przyktad 4.2.

Rozwazmy uktad w stanie stacjonarnym. Oblicz rozktad stezenia w prébce o dtugosci L, przyjmujgc warunki
brzegowe Dirichleta o postaci:

{C(O, t) =cp
c(L,t) =c,

stefenie

G

G

(1] L X
Rozwigzanie
Naszym wyjsciowym réwnaniem jest (4.7):
aCi azci
- = Di J—
at dx?
Poniewaz uktad jest stacjonarny:
d?c; d?c;
0=Dige 0=

Pierwsza catka:

fdzcld fo oo 2ok
dx? = - ox !

Druga catka:
f—dx—fkldx—k1x+k2 = cx)=kx+k,

Aby okresli¢ wielkos¢ otrzymanych statych catkowania musimy wykorzysta¢ warunki brzegowe:

C(x=0)=C0 = Co=k1'0+k2 = C0=k2



Z drugiego warunku brzegowego otrzymujemy:

€L —Co
L

cL)=c¢ = c=ki'L+cy = k=

Ostatecznie:

c —cC
c(x) = LL 0x+co

Jak tatwo mozna sie domysli¢ patrzac na zatozenia przyjete przy jego formutowaniu, drugie prawo
Ficka nie jest jedyng postacig rownania dyfuzji. Na podstawie rownan (4.1) i (4.2) mozemy zapisac, ze w
ogdlnym przypadku réwnanie to wyglada nastepujaco:

ap; > >di 2
% =—V-],=-V- (]idlff + lgzdv) (4.13)

Dotychczas stosowalismy jako réwnanie konstytutywne na strumien dyfuzyjny, pierwsze prawo Ficka.
Zobaczmy jak bedzie ono wygladato dla strumieni sformutowanych w inny sposéb.

Przyktad 4.3.

Zapisz rownanie dyfuzji dla strumienia:
a) Nernsta-Plancka

b) Onsagera

Rozwigzanie

a) Strumien Nernsta-Plancka:

—)d'
I Y1 = —Bicu;

Zaktadajac dyfuzje bez adwekcji oraz, ze B;i=const:

- >di
Jio=7"

otrzymujemy z (4.13):

aCi
5 — BV (ciVu)

b) Strumien Onsagera:

>di -
JiT = z LijX;

poniewaz L;; zalezg tylko od temperatury i cisnienia:



