6. Dynamika krysztatow

Na zajeciach zajmiemy sie drganiami sieci krystalicznej (rozchodzeniem sie fal sprezystych). Energia drgan sieci,
podobnie jak miato to miejsce w elektromagnetyzmie, jest skwantowana. Analogicznie zatem, pojawia sie nam
kwant energii fali sprezystej - fonon, bedgcy odpowiednikiem kwantu energii fali EM - fotonu. Mdwigac inaczej,
fale rozchodzace sie w osrodkach statych, drgania cieplne krysztatow itd. sktadajg sie z fononow.

Wréémy na moment do wykresu, przedstawiajgcego energie oddziatywania atomow:
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Rys.6.1. Wykres energii oddziatywania dwdch sgsiadujgcych atomow.

Jak pamietamy, dla kazdego uktadu tego typu jestesmy w stanie wyznaczy¢ pewng odlegtos$¢ rownowagowa Ry,
dla ktérej energia uktadu osigga minimum. Nie oznacza to jednak, ze atom spoczywa w tej pozycji, wrecz
przeciwnie, podlega ciggtym drganiom termicznym wokét potozenia rownowagowego, jak réwniez na skutek
rozchodzenia sie w osrodku fal sprezystych. Jedli drgania te majg niewielkg amplitude, to w pierwszym
przyblizeniu site dziatajgcg na dany atom mozemy zapisac jako:

F=_-Ci (6.1)
Gdzie: C - stata sitowa

U - odchylenie od punktu réwnowagi

Zauwazmy, ze réwnanie (6.1) ma doktadnie takg samg postac jak réwnanie na site sprezystosci znane z kursu
fizyki:

F = —kx (6.2)



6.1. Dynamika 1-wymiarowego tancucha atoméw

Rozwazmy teraz taficuch potgczonych ze sobg atomdw, wychylonych z potozenia réwnowagowego:
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Rys.6.2. Atomy wychylone z potozenia réwnowagi.
Gdzie: U, -wychylenie atomu n z potozenia rbwnowagi

a - odlegtos¢ miedzy potozeniami réwnowagowymi

Bazujac na wzorze (6.1), jesteSmy w stanie okresli¢ site dziatajacg na n-ty atom (zaniedbujemy wptyw atoméw
nie bedacych najblizszymi sgsiadami):

F=C(u,,-Uu,)-C(u,-u,,)=-2Cu, +C(u,,,+U,,) (6.3)
Zgodnie z dynamika Newtona, sita to iloczyn masy i przyspieszenia, a zatem:

d?u,
F=m e —2Cu, +C(u,,, +U, ) (6.4)

Poniewaz rozwazamy rozchodzenie sie fal sprezystych, to wychylenia z potozen réwnowagowych mozemy
wyrazi¢ za pomocg odpowiednich réwnan falowych. Ogélny zapis fali w osrodku ciggtym, ktdry poznalismy
jeszcze na pierwszych zajeciach, ma postac:

u(x,t) = Aexp[i(kx—at) | (6.5)

Gdzie: A - amplituda
K - wartoé¢ wektora falowego
@ - czestosc kotowa

Musimy jednak pamietaé, ze rozwazamy rozchodzenie sie fali nie w osrodku ciggtym, ale w osrodku
zbudowanym z pojedynczych atoméw oddalonych od siebie o odlegtos¢ a, zatem musimy przepisaé réwnanie
(6.5) w postaci odpowiedniej do osrodka dyskretnego:

u, = Aexp[i(kna—at) |
Uy, = Aexpli(k(n+Da—-at)] (6.6)
u,, = Aexpli(k(n-Da-ot)]

Podstawiajgc (6.6) do rownania (6.4), po obliczeniu odpowiednich pochodnych oraz przeksztatceniach,
dojdziemy do wzoru:



(6.7)

Réwnanie (6.7) jest zwane réwniez relacjq dyspersji.

PrzesledZmy teraz zachowanie funkcji podanej wzorem (6.7) na wykresie:
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Rys.6.3. Wykres zaleznosci (k) .

Jak mozna zauwazy¢, funkcja ta jest periodyczna, przy czym periodem identycznosci jest przedziat +
a

Wartosci te wyznaczajg zakres pierwszej strefy Brillouina. Oznacza to, iz wartosci wektora falowego k
przyjmuja tylko wartosci lezagce w granicach pierwszej strefy Brillouina.

6.2. Predkos¢ grupowa

Predkos¢ grupowa jest wielkoscia, ktdra informuje nas o predkosci przenoszenia energii w osrodku. Z definicji:

ow
Uy =—— (6.8)
ok
Na podstawie réwnania (6.7) mozemy zapisac:
ca® 1
v, = cos—ka (6.9)
m 2

Zwrdémy uwage, ze gdy jestesmy przy koricach strefy Brillouina, czyli gdy k = z , predkos¢ grupowa réwna sie
a

0. Oznacza to, iz fala jest falg stojaca, ktorej przekazywana $rednia energia jest réwna zeru.

6.3. Periodyczne warunki brzegowe

Wyobrazmy sobie krysztat ztozony z N komdrek. Zastandwmy sie teraz, ile mozliwych wartosci moze przyjgé
wektor k przy takim zatozeniu. Aby utatwic¢ zadanie, wprowadzmy tzw. periodyczne warunki brzegowe:



uin=0)=u(n=N) (6.10)

Oznacza to, ze wychylenie z potozenia rownowagi jest takie same dla wszystkich atomow. Na podstawie (6.6) i
(6.10) mozemy zapisac:

Aexp|[—iat]= Aexp[i(kNa-at) | (6.11)

Po odpowiednim wyprowadzeniu, dostajemy, ze liczba standw (dozwolonych wartosci k), wynosi N, czyli liczba
dozwolonych wartosci k w danej strefie Brillouina jest rowna liczbie komdrek prymitywnych w
rozpatrywanej objetosci krysztatu.

6.4. Sie¢ krystaliczna zawierajgca 2 atomy na komérke elementarng

W sytuacji gdy mamy dwa rézne atomy w komdrce elementarnej, wyprowadzona przez nas poprzednio relacja
dyspersyjna zmienia swoj charakter. Rozwazmy krysztat tego typu (np. NaCl):
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Rys.6.4. Krysztat zbudowany z dwdch typédw atomoéw.

Widzimy, ze ze wzgledu na rézng mase atomow, ich wychylenia w danej komérce elementarnej sg rézne. W
skutek tego, konieczne jest zapisanie dwéch réwnan ruchu:

2
M, 0 Li” =C(V, +V,,—2u,)
(6.12)
oV,
szzc(umﬁun 2v, )
Rozwigzanie tego uktadu réwnan prowadzi do zaleznosci:
1 1 1 1Y 4Sin2(azkj
20—y | 2 (6.13)
M, M, M, M, MM,

Jak mozna zauwazy¢, réwnanie posiada dwa pierwiastki, w zaleznosci od znaku. Méwimy o wystepowaniu
dwodch gatezi fononéw: optycznej i akustycznej. Im wiecej mamy atomdéw w komarce, tym liczniejsze stajg sie
gatezi relacji dyspers;ji.
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Rys.6.5. Relacja dyspersji w krysztale o dwdch atomach na komérke elementarna.

mod akustyczny

Rys.6.6. Poprzeczne fale optyczna i akustyczna w modelu dwuatomowej sieci liniowej, odpowiadajgce dwédm modom o tej
samej dtugosci fali.



