1. Podstawy matematyki

1.1. Pola

Pole f(7) wigze wielko$¢ fizyczng z potozeniem punktu w przestrzeni 7 = (x,y, z). W przypadku, gdy
pole jest zalezne od czasu, mozemy je zapisaé jako f (7, t). Najprostszym przyktadem pola jest pole skalarne,
ktore kazdemu punktowi w przestrzeni przypisuje doktadnie jedng wartosé. Przyktadami tego typu pdl moze
by¢ pole temperatur T(#,t) czy gestosci p(#,t) .

Innym przypadkiem pola jest pole wektorowe ﬁ(?), ktére kazdemu punktowi przestrzeni przypisuje wektor,
okreslajacy kierunek i wartos¢ danej wielkosci fizyczne;j:

F:(x,y,2) » F(x,y,2) = (P(x,3,2),Q(x,y,2),R(x,,2)) (1.1)
Przyktadem takiego pola moze by¢ pole predkosci np. wiatru - kazdemu punktowi atmosfery przypisa¢ mozemy

wektor opisujacy kierunek i szybkos$¢ wiatru w tym punkcie.

Kazdemu (wystarczajaco gtadkiemu) polu skalarnemu mozemy przyporzadkowaé skojarzone z nim pole
wektorowe - pole gradientdw, do ktdrego jeszcze wrdcimy.

1.2. Pochodne czastkowe

Zatézmy istnienie funkcji f, zaleznej od n zmiennych, przypisujgcej kazdemu punktowi przestrzeni
wartosé z:

fi(xy,xge .. nXn) = 2= (X1, X300 X e Xp) (1.2)
przy czym funkcja ta jest okreélona w otoczeniu punktu py = (x{, x2 ...x? ...x9).
Pochodna czastkowa tej funkcji wzgledem zmiennej x; nazywamy zwykta pochodng w punkcie x funkcji ¢;
zdefiniowanej nastepujaco:
. 0,0 0
@R 3 x; = f(x7,x3 . X; . Xp) (1.3)

innymi stowy:

of _ lim FQxy, %o, % + Axy, . x) — (X9, X000, X5, X))

1.4
axl Ax;—0 Axl ( )

czyli jest to pochodna funkcji wzgledem x; przy zatozeniu, ze pozostate zmienne traktujemy jako state i tak tez
sie ja liczy, przy czym wszystkie definicje i wnioski sg prawdziwe takze dla pochodnych wyiszego rzedu.

Przyktad 1.1.

Korzystajac z definicji (1.4) oblicz pochodng czastkowg funkcji:
flx,y) = 2x3 + 6xy + y?

Rozwiazanie

of i flx+4x,v) — f(x,y) i 2(x + Ax)? + 6(x + Ax)y + ¥ — (2x3 + 6xy + y?)
= lim

fx ox Ax—0 Ax Ax—0 Ax

i 2x° + 6x%Ax + 6xAx? + 2Ax3 + 6xy + 6yAx + y? — 2x3 — 6xy — Y2
= lim
Ax—0 Ax

. 6x2Ax + 6xAx? + 2Ax3 + 6yAx 5 5 )
= lim = lim 6x* + 6xAx + 2Ax“ + 6y = 6x° + 6y
Ax—0 Ax Ax—0




L o fey N —fy) 2+ 6x(y +4y) + (v +4y)° — (2x3 + 6xy + y?)
Ty % Ay = a0 Ay

fy

2x3 + 6xy + 6xAy + y? + 2yAy + Ay? — 2x3 — 6xy — y* i 6xAy + 2yAy + Ay?
8750 Ay = 150 Ay

= Al}i]r_1)106x + 2y + Ay = 6x + 2y
Przykiad 1.2.
Oblicz pierwsze i drugie pochodne czgstkowe funkcji f :
f=x%y3>+e *siny

Rozwiazanie

% = 2xy® — e *siny
g =2y3+e*siny
% = 3x2%y? + e *cosy
giy]; = 6x%y —e *siny

Istnieje wiele wtasnosci i twierdzen zwigzanych z pochodnymi czastkowymi. Jednym z najwazniejszych
twierdzen jest twierdzenie Schwarz'a:

Tw. Jezeli pochodne czgstkowe mieszane rzedu n>2 s3 ciggte w danym punkcie p, , to nie zalezg od kolejnosci
roézniczkowania, czyli np. dla n=2:

02f 0%
axl-axj B axjaxi (15)

1.3. Gradient

Gradient jest swego rodzaju odpowiednikiem zwyktych pochodnych dla funkcji wielu zmiennych.
Podobnie jak pochodna, gradient opisuje tangens kata nachylenia wykresu funkcji w danym punkcie. Jesli
f(x1,x5 ...x,) jest rézniczkowalng funkcja wielu zmiennych, gradientem nazywamy wektor n pochodnych
czgstkowych tej funkcji. Wektor ten wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu funkcji w danym punkcie,
natomiast dtugos¢ tego wektora opisuje wielkos$¢ tego wzrostu:

_ _(0f of af (L.6)
grad f =Vf = (axl'axz"" axn)
W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (3D : x, y, z):
. (3f Of Of)_afq of . of - L7
grad f =Vf = (ax'ay'az - 6xl+6y] + azk

Gdzie: 1,7, k - jednostkowe wektory bazowe przestrzeni

Pojawiajacy sie we wzorach symbol V, nazywamy operatorem rézniczkowym nabla.



Definiuje on operacje:

v:<a d a) (1.8)

/’7‘T'§‘\

Rys.1.1. Wizualizacja gradientu na przyktadzie koloru. Im jest on ciemniejszy, tym wieksza wartos¢ funkcji. Strzatki

przedstawiajg kierunek gradientu takiej funkcji.
Przykiad 1.3.
Oblicz gradient funkcji:

r(x,y,z) =+/x? + 2y? 4+ 322

Rozwigzanie

or 2x
0x  2.[x2 +2y% + 322
or 4y
0y 2/x2+2y? + 322
or 6z

0z 2[x2 + 2y? + 3z2

v ( 2x 4y 6z )
r = ) )
2./x% + 2y% + 322 2\/x% + 2y% + 322 2,/x2 + 2y? + 322

W przypadku gdy interesuje nas wartos¢ gradientu w danym punkcie, wykorzystujemy twierdzenie:

Tw. Jezeli funkcja f: (X1, Xp...X; ... X,,) jest rézniczkowalna w punkcie p = (x2,x9 ...x? ...x2) to ma w tym

. 3 d d d
punkcie pochodne czgstkowe o , ol o 2L
0xq o dxyp Do dx; 0xq

Po Po

Innymi stowy obliczamy gradient danej funkcji i wstawiamy pod nasze zmienne wartosci wspoétrzednych punktu
Po-



1.4. Dywergencja

Dywergencja jest to operator wektorowy, bedacy miarg nateienia zrodta lub ujscia pola
wektorowego na jednostke objetosci. Rezultat dziatania takiego operatora na funkcje wektorowa jest
skalarem. Wyobrazmy sobie nieskoriczenie matg objetos¢, przez ktérej powierzchnie przechodzi strumien masy
(bedacy wektorem). Jesli masa "ucieka" z objetosci, to znak dywergencji bedzie dodatni, natomiast jesli masa
naptywa do objetosci - ujemny. Wartos$¢ dywergencji mowi nam, jak intensywny jest ten wyptyw/przyptyw
masy. We wspétrzednych kartezjanskich dywergencje mozemy zdefiniowac nastepujgco:

Dla rézniczkowalnego pola wektorowego F= (F,, Fy, F;) dywergencja réwna jest funkcji skalarnej:

Jd d 0 0F, 0F, O0F,
—, =) (BB E)==2+—=2+—= (1.9)

0x ayaz) (B £ ) dx dy 0z

Zwroémy uwage na zapis dywergencji za pomoca operatora nabla, jest ona iloczynem skalarnym tego

AN ‘ﬁ A N {} Va c)ﬁﬁﬁﬁﬁ
L
2N 7N i

Rys.1.2. a) dywergencja jest dodatnia (masa ucieka z uktadu), b) dywergencja jest ujemna (masa wptywa do uktadu), c)
dywergencja jest réwna 0 (tyle samo masy wptywa i wyptywa z uktadu)

divﬁzv-ﬁz(

operatora z wektorem sktadowych pola wektorowego.

Przykiad 1.4.
Oblicz dywergencje pola wektorowego:

F(x,y,2) = (xy,yz?, xyz)

Rozwigzanie

i _

9 0 9
_ _ 2 (42 — 2 2
—ax(xy)+ay(y2)+az(x yz) =y +z°+x%y

1.5. Rotacja

Rotacja jest operatorem wektorowym opisujagcym nieskonczenie maty rotacje tréjwymiarowego
pola wektorowego. W kazdym punkcie przestrzeni pole rotacji opisywane jest przez wektor, ktérego
kierunek i dtugo$é¢ opisujg wirowos¢ pola w danym punkcie. We wspodtrzednych kartezjanskich rotacje

rozniczkowalnego pola wektorowego F= (F, E,, F;) definiujemy jako pole wektorowe o postaci:



T 7k

rotF=vx F=|2 2 9| (% 9% ;+<%_6ﬁ>1+ oF _OE)\ . (1.10)
ox 0y 0z dy 0z 0z Ox ox dy
E, F,

Mozna zauwazy¢, ze rotacja jest de facto iloczynem wektorowym operatora nabla i pola wektorowego. Jesli
rotacja pola jest zerowa, méwimy o polu bezwirowym. Bezwirowos¢ pola jest warunkiem koniecznym, ale
nie wystarczajacym jego potencjalnosci (pole potencjalne to takie, w ktérym praca nie zalezy od drogi tylko
od potozenia punktéw przed i po przesunieciu, np. pole grawitacyjne).

Przyktad 1.5.

Oblicz rotacje pola:

F(x,y,2) = xyzi + yz%] + x?y?zk

Rozwiazanie

T k
rotF =Vx F = i i i =
0x ay 0z
xyz yz® x%y%z
_ ox%y%z 0yz? - oxyz 0x%y?z Byz axyz 7=
B ay 0z l 0z 0x dy -

= (2yx%z — 2y2)T + (xy — 2xy%2)] + (0 — x2)k
1.6. Laplasjan

Operator Laplace'a jest operatorem rdézniczkowym opisujagcym dywergencje z gradientu pola.
Laplasjan pola skalarnego f(py) gdzie py = (xg, Y0, 2o), mozemy interpretowac jako miare réznicy $redniej
wartosci pola w nieskonczenie matym otoczeniu tego punktu i wartosci pola w tym punkcie. Laplasjan
definiujemy w postaci:

Af =V2f =V -Vf =divgrad f (111)
We wspotrzednych kartezjanskich:
f_ Zf aZf aZf (1.12)
0x? ay 22
Przeksztat¢my teraz réwnanie (1.11) do postaci (1.12):
Jd d 0 af df o d
o =79 = (5ay3) Gaay o) = a5 3 (3) 35 (32) =
ox’dy’0z) \ox’ ay 0z 9x \ox dy\dy/ 0z\oz (1.13)
Of L OF O

T ox? dy?  0z?
Przyktad 1.6.

Oblicz Laplasjan pola skalarnego:

f(x,v,2) = x*yz + xy3z?



Rozwiazanie

62 02 02
Af = (x 2yz + xy3z?) +—(x yz + xy3z?) + (x yz + xy3z?) =

= 2yz + 6xyz® + 2xy3
1.7. Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego

Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego jest jednym z bardziej przydatnych twierdzen dla transportu
masy. Pozwala ono przejs¢ z catki powierzchniowej (podwadjnej) na catke objetosciowq (potrdjng) i vice versa.
Formutujemy je nastepujgco:

Niech V € R3 bedzie obszarem ograniczonym powierzchnig zamknietg S, a funkcje P(x,y,z), Q(x,y,z), R(xy,z)
beda funkcjami klasy C* w tym obszarze (czyli posiadaja w nim ciagte pochodne czastkowe pierwszego rzedu).
Wtedy:

aP (?Q OR
ff (Pdydz+ Q dxdz + R dxdy) = fﬂ- 62) dxdydz (1.14)

Oznacza to, ze jesli mamy jakas$ objetos$¢ V ograniczong powmrzchma S (gdzie §jest wektorem tej powierzchni),

wewnatrz ktérej mozemy opisac pole wektorowe F= (Fo B, E,) to:

fﬁ-d§=fdivﬁdv

N

(1.15)

Przyczyna przydatnosci tego twierdzenia dla nas jest prosta: przeptyw masy do jakiejs objetosci powoduje
zmiane jej gestosci (wielkosci zwigzanej z objetoscig) i musi zachodzi¢ przez powierzchnie ograniczajaca te
objetosc. Dzieki temu twierdzeniu bedziemy mogli bezposrednio powigzac ze sobg przyczyne i skutek.

1.8. Rozwiniecie funkcji w szereg Maclaurina

Jezeli funkcja f(x) ma n-tg pochodng f™ (x) w pewnym przedziale domknietym zawierajacym punkt
a, wéwczas dla kazdego x z tego przedziatu ma miejsce nastepujgcy wzér Taylora:

f"(a)
(n—1D)!

f'(@) f"(@

fO=f@+— G- +——x-a) + -+ r (x — )" + Ry (1.16)

Wzor ten jest niezwykle przydatny, bowiem umozliwia rozwiniecie dowolnej funkcji (spetniajacej zatozenia) w
szereg potegowy.

Szeregiem Taylora bedziemy nazywac szereg:

2, F(n)
fx)=f(a)+ Z ! n!(a) (x —a)" (1.17)

Szczegblnym przypadkiem jest sytuacja w ktérej a = 0. Moéwimy wtedy o rozwinieciu funkcji w szereg
Maclaurina:

= )
Fo = f@ + > IO (1.8

n=1



Przykiad 1.7.
Rozwin w szereg Maclaurina funkcje f(x) = e*
Rozwiazanie
Pochodna dowolnego rzedu z funkcji f(x) = e*:
fMx)=e* = fMW0O0)=e’=1

Podstawiajac do wzoru (1.18) otrzymujemy:
X — 1 1 2 1 3
e _]+_!.x+_!.x +_!.x + ..

tatwo mozemy zauwazy¢, iz wzor ogdlny bedzie miat postac:

1.9. Podsumowanie

operator symbol dzialanie dziala na: daje w rezultacie:

radient \v (i 2 i) ole skalarne ole wektorowe
Y ax’ oy oz p p

. a , a
dywergencja V- Py p +, pole wektorowe pole skalarne
. a a 0 a 0 a

rotacja V X (5 99 ey pole wektorowe pole wektorowe
laplasjan A 24242 le skalarn le skalarn
aplasja xtay T pole skalarne pole skalarne

Tab.1.1. Podsumowanie wiadomosci o operatorach rézniczkowych

Tutaj mata uwaga: powyzsza tabela dotyczy tylko interesujgcych nas dziatan operatorowych. Jest mozliwe np.
obliczenie laplasjanu z pola wektorowego (dajgcego w rezultacie pole wektorowe), ale nie bedziemy takiej
sytuacji rozwazac.
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