2.Prawo zachowania masy
Zdefiniujmy najpierw pewne podstawowe pojecia:

e  Uktad - obszar przestrzeni o okreslonych granicach
e Osrodek ciggly - obszar przestrzeni ktérego rozmiary charakterystyczne sg wystarczajgco duze, aby
mozna byto méwié, ze parametry i wiasciwosci uktadu zmieniajg sie w sposéb ciaggly. Kryterium
ciggtosci definiuje bezwymiarowa liczba Knudsena:
2 -droga swobodna

Kn = 2.1
" rozmiar charakterystyczny (2.2)

Gdy:

Kn«1 (2.2)

to mozemy traktowac osrodek jako ciagty.

2.1. Bilans masy

Rozwazmy nastepujgcy uktad (osrodek jest ciggty):

ot N gy, V-obletost ukladu[L]
Coutl ay _przeq ukiadu [L7]
¢, - stezenie i-tego sktadnika [M/L®]
Q, - strumien i-tego skiadnika [L*/T]
r; - czon zrodiowy i-tego skiadnika [M/TL?]

Q'Dut,i
out,2

Rys.2.1. Pogladowe przedstawienie uktadu

o Zrédio - czes¢ uktadu w ktérej zachodzi produkeja/znikanie sktadnika
o dodatnie - produkcja masy
o ujemne ("ujscie") - znikanie masy

Na razie bedziemy zaktada¢, ze czton Zrédtowy wynosi zero. Bilans masy dla takiego uktadu wyglada
nastepujaco:

- [VCsys] ZQm in ZQout out 2.3)

Znaczenie fizyczne powyzszego réwnania jest nastepujgce: predkos¢ akumulacji masy, réowna jest rdznicy
pomiedzy strumieniami masy wchodzgcymi i wychodzgcymi z uktadu w jednostce czasu. Pamietajmy, ze
wszystkie wielkosci w rownaniu (2.3) moga zaleze¢ od czasu!

Zrdzniczkujmy teraz lewg strone (2.3):

dCSYS in ln out . out
arre dt Cors dt ZQ ZQ (24)



Mozemy zauwazy¢, ze przy statej objetosci systemu (‘;—: = 0):

sys _ Z Qincin Z QuUtcou (2.5)

W trakcie semestru czesto bedziemy rozpatrywacé uktady w stanie ustalonym, co jest réwne stwierdzeniu, ze

wszystkie pochodne czasowe sie zerujg. Wtedy cata lewa strona naszego wyjsciowego réwnania jest réwna
zeru, w efekcie czego:

Z Qincin = Z Qoutcout (2.6)

W ogdlnym przypadku, mozemy uzywac gestosci materiatu zamiennie ze stezeniem. Wtedy rownanie (2.4)
przyjmuje postac:

dpSyS Z in m 2 out out
|4 dt sys dt Q Q (2-7)

Przy zatozeniu statej gestosci:

i=1

Tutaj mata dygresja: dobrg analogig prawa zachowania masy jest konto bankowe. Przyjmujac, ze konto
traktujemy jako system, role strumieni wptywajacych spetniajg przychody, natomiast wyptywajgcych - wydatki.
Widzimy, ze jesli przychody i wydatki nie sg sobie rowne, to w miare uptywu czasu nastgpi zmiana w ilosci
. L . dc ™ . P . . . .
odtozonych pieniedzy na koncie (nasze E)’ przy czym mozliwa jest zardwno zmiana dodatnia (wiecej wptywa
niz wyptywa) jak i ujemna (na odwrot). Analogia ta dziata réwniez dla cztonéw Zrédtowych, gdzie role Zrédta
dodatniego moze spetnia¢ oprocentowanie konta (pienigdze sg "tworzone" wewngtrz uktadu), natomiast role
ujscia spetniajg np. optaty manipulacyjne za obstuge konta.

Przyktad 2.1.

Wptyw i wyptyw wody z jeziora sg sobie réwne, i wynosza Q. W pewnym momencie (to=0) strumien wptywajacy
ulega zanieczyszczeniu i od tego momentu stezenie zanieczyszczenia w tym strumieniu utrzymuje sie na statym
poziomie c;,. Zaktadajac, ze mamy idealne mieszanie wewnatrz jeziora (czyli ¢y = Coue = €) Oblicz:

a) Stezenie zanieczyszczenia w jeziorze w funkcji czasu (zaktadajac ze w chwili ty byto ono réwne 0).

b) Stezenie zanieczyszczenia w jeziorze przy t — oo.

Rozwigzanie

a) Zacznijmy od zapisania bilansu masy. Podstawowym rownaniem jest dla nas réwnanie (2.4):

dCSyS in Ln out out
4 dt Cors dt ZQ ZQ

Korzystajac z zatozen zadania (pojedynczy wptyw i wypiyw o tej sameJ szybkosci, idealne mieszanie), mozemy je

zredukowac do postaci :

Q Q
7t = Qn—CQc = o =yCn—yC



Otrzymujemy zatem nastepujgce rownanie rézniczkowe (juz po rozdzieleniu zmiennych):

dc
e
Cin—C V
Stosujemy podstawienie:
dc
xX=— = dx=—
Cin Cin
dostajac w rezultacie:
dx
i
1—-x V
Po scatkowaniu otrzymujemy:
] 1—x Q
n =—=
A %

Gdzie: A - stata catkowania

_Q,
1—-x=A4e'V

c _Q,

1—— =AeV
Cin

c _Q,

—=1—-A4e'V

Cin

_Q
c=cin<1—Ae V)

Teraz potrzebujemy obliczy¢ wielkos¢ statej catkowania, do czego wykorzystamy nasz warunek poczgtkowy
c(t=0)=0:

-9
O=cin(1—Ae 4 )

0= Cin(l - A)

A=1

Ostatecznie dostajemy:

c(t) = cip (1 — e_%t>

b) Dla nieskonczenie duzych czaséw mozemy zauwazy¢, ze czton ekspotencjalny w powyzszym réwnaniu bedzie
dazyt do zera, a zatem:

c(t=00)=cp



2.2. Catkowa i rézniczkowa postac prawa zachowania masy

Do tej pory patrzylismy na system "makroskopowo", teraz zejdziemy do poziomu mikroskopowego. Rozwazmy
nastepujacy system, wymieniajgcy mase z otoczeniem:

dA - skierowany element powierzchni
n - wektor normalny do elementu dA

u - predkosE strumienia masy

{1 - objetosc naszego uktadu
I"""'HH% \ 201 - brzeg uktadu (powierzchnia ograniczajaca)

Rys.2.2. Zobrazowanie rozwazanego uktadu.

Wymiana masy/pedu/energii ukfadu z otoczeniem moze zachodzi¢ tylko w jeden sposéb - poprzez
powierzchnie ograniczajgcg uktad. Wymieniang mase mozemy zapisac jako:

—ff piﬁ-ﬁdAz—ﬂ pidA - (2.9)
on on

Mimo, iz zapisaliSmy nasze rownanie w postaci catkowej, jego znaczenie jest doktadnie takie samo jak prawej
strony réwnania (2.3) - przedstawia ono rdznice pomiedzy strumieniami wptywajgcymi i wyptywajacymi z
uktadu. Poprzez catkowanie po catej powierzchni ograniczajgcej uktad, uwzgledniamy zaréwno strumienie
wplywajgce jak i wyptywajace, natomiast obecnos$¢ iloczynu skalarnego sprawia, ze sg one zliczane z
przeciwnymi znakami (bardzo wazine - prosze to przemysle¢). Znak ujemny wynika réwniez z iloczynu
skalarnego: kat miedzy predkoscig strumienia wptywajgcego a wektorem normalnym do powierzchni wynosi
180°, zatem otrzymana warto$¢ iloczynu skalarnego wynosi -1, podczas gdy my chcemy zliczaé¢ strumienie
wchodzgce jako dodatnie (bo powodujg przyrost masy w czasie). Wymusza to zmiane znaku (kolejna rzecz do
przemyslenia):

Rys.2.3. Relacje pomiedzy wektorami powierzchni a strumieniami

Zeby méc zapisaé petny bilans masy, musimy zapisa¢ w analogicznej postaci lewa strone réwnania (2.3):

dm—am av 2.10
dt ot QPi (2.10)

Po zestawieniu réwnan (2.10) i (2.9) otrzymujemy petny analog réwnania (2.3):

%fpridV= —ffmpiﬂ-a (2.11)



Po przeniesieniu wszystkich cztondw na jedng strone réwnania:

— a
0

W ten sposob otrzymaliémy catkowq posta¢ prawa zachowania masy. Jak wida¢, po jednej stronie réwnania
mamy catke objetosciowa, po drugiej powierzchniowa. Aby zredukowaé zagadnienie do tego samego wymiaru,
wykorzystamy poznane na poprzednich zajeciach prawo Gaussa-Ostrogradskiego o tresci:

fLﬁ-d_s’zﬂv(v-ﬁ)dv (2.13)

Po zastosowaniu (2.13) do (2.12) dostajemy w rezultacie:

[ -mavs 2 [ v =0 o1

Dzieki sprowadzeniu obu catek do tego samego wymiaru, mozemy teraz opusci¢ znak catki otrzymujac
rézniczkowq postaé prawa zachowania masy:

00
V- (o) + % -0 (2.15)

Réwnanie (2.15) jest najbardziej podstawowym réwnaniem wykorzystywanym przez nas podczas zajec!!

Sprébujmy wyprowadzié¢ teraz réwnanie (2.15) w nieco inny sposdb. Rozwazmy uktad, dla utatwienia
niech ma on ksztatt prostopadtoscianu:

Rys.2.3 Rozwazany uktad
Objetos¢ takiego uktadu mozemy zdefiniowad jako:

AV = AxAyAz (2.16)
Zdefiniujmy teraz pojecia strumienia masy j, w postaci ktérg bedziemy stosowa¢ az do korica semestru.
Strumien ten jest wektorem, ktory okresla ilos¢ masy przechodzacej przez jednostkowg powierzchnie w

jednostce czasu. Jego jednostka jest: [%]

Dla kazdej rownolegtej pary $cian, mozemy zapisa¢ wypadkowy strumien masy przechodzacy przez nig (czyli

roznice strumienia wchodzacego z jednej strony i wychodzacego z drugiej). Np. dla pary prostopadtej do osi "y":

—[ +( LN )( LN )]AA 217
Iy = [—uypi + | pi 3y 27 )W + 5,4y || Axdz (2.17)



Analogiczne réwnania mozemy zapisac dla pozostatych par réwnolegtych scian. Warto zwrdcic tutaj uwage, ze
strumien wchodzgcy ma znak minus, zgodnie z tym co powiedzielisSmy pod réwnaniem (2.9). Potem konieczna
bedzie zmiana tego znaku. Po rozpisaniu (2.17) otrzymujemy:
t it o 2 ny 1, Piny + 2Pip auA]AA (2.18)
=|—u,p; +u,p; i U, — — Ay — xAz .
Iy yPitUypit pigoly iy 5oy + 5 Ay 5 oAy

Ostatni czton w nawiasie jest wystarczajgco maty aby go zaniedbaé. Po uwzglednieniu (2.16) mozemy zapisac:

ou dp; AV-dv 0 ( )d (2.19)
pi dy Y oy dy Pitty

Zastosowane w (2.19) przejscie na dV wynika z faktu, iz rozwazamy objetosci nieskonczenie mate. Poniewaz

Jy

uktady rzeczywiste majg skoriczong objetos¢, to réownania dla nich bedg catkg po rozwazanych przez nas
nieskonczenie matych objetosciach. Podobnie jak w (2.10) mozemy wiec zapisa¢ (uwzgledniajac strumienie dla

%fpridV = - fffﬂ (aa—x (piuy) + %(Piuy) + %(Pi%)) dv (2.20)

Mozna zauwazyé, ze pod catkg po prawej stronie réwnania znajduje sie tak naprawde dywergencja pu.

wszystkich par $cian):

Zwroémy tez uwage na pojawienie sie minusa po prawej stronie (2.20), ktory jest tym samym minusem co w
réwnaniu (2.9). Ma on proste uzasadnienie fizyczne, mianowicie jesli strumien masy wchodzi do uktadu, to
lewa strona (czyli przyrost masy) musi by¢ dodatnia. Wymusza to zmiane znaku po prawej stronie.

%fpridV = —ﬁfnv-(piﬁ)dV (2.21)

Po opuszczeniu znaku catki dostaniemy znéw réwnanie (2.15). Jesli dodatkowo uwzglednimy naszg definicje
strumienia masy, to otrzymamy:

apl -
T = 2.22
ot +V-J;=0 (2.22)

2.3. Cztony Zrédtowe

Przed sformutowaniem rdéwnania (2.3) uczynilismy zatozenie braku cztonéw zrédtowych. Ich
uwzglednienie nie sprawi jednak wiekszych probleméw. W przypadku réwnania (2.3) otrzymujemy:

N M L
d o
ZIVeud = ) Qinein = > gt + ) vy (223)
i=1 j=1 k=1
Jak widzimy, pojawit sie dodatkowy czton. Mozemy traktowac¢ pojawiajace sie r; jako tempo

produkcji/znikania danego sktadnika w jednostkowej objetosci. W przypadku zapisu catkowego i
rozniczkowego dostajemy odpowiednio:

jJLV-(piﬂ)dV+%jJLpidV = wnridv (2.24)

a
V. (plﬁ) +—= T; (225)

oraz:



