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Algebra macierzy




W ocsica maciesy

\

** Macierzg wymiaru m X n, gdzie m,n € N, o elementach ze zbioru R nazywamy
prostokatng tablice o m wierszach i n kolumnach ztozong z m - n elementéw zbioru R

postaci:
a1 Q2 A1n
A = Az1 Qz2 A2n
Am1  Am2 Amn

a;; € R —element macierzy A
A= [aij]mxn lub A= [aij] —macierz o wymiarachm X n

m — liczba wierszy macierzy
n — liczba kolumn macierzv



W e

ay
. az
** Wektor kolumnowy: A= .
am-
* Wektor wierszowy: A=[a; az - ay]
** Macierz kwadratowa—m =n
(A11 Q12 0 Qg
21 Q22 *° Q2n
A= : : . :
An1 Anz  **° Aun

11,022, A33,"**, Any — Przekatna gtéwna macierzy A



W e

0 0 0]
“* Macierz zerowa, 0 lub 0,,,%, : Omxn = 0 0 0
0 O 0
(1 0 0
“* Macierz jednostkowa, / lub E,, : I = 0 1 O
0 0 1
a1 0 0
“* Macierz diagonalna: A= 0 a:zz 0
0 0 Ann

A = diag(ayy,ay2,a33,"", Anp)



W o

*» Macierz skalarna: A =diag(a,a,-,a)

a;;, 0 0 ]

_ y a a 0

< Macierz trojkatnadolna: A =| 1 7% :
|p1 Ap2 Ann
Q11 Qg2 A1n
0 ap A2n

“* Macierz trojkatna goérna: A= . : :
0 0 Ann




llmu Dziatania na macierzach
AGH

“* Rownos¢ macierzy:

A =B & gdymajgjednakowe wymiary i odpowiednie elementy s3 rowne.

“* lloczynem macierzy A = [aij] . przez skalar o nazywamy macierz

mx

B = [bl}] - [a'ai}-] = aA.

mxn
* (—1) - A- macierzqg przeciwng do macierzy A i oznaczamy przez —A.
“* Suma macierzy A = [a,;j]mxn i B = [bij]mxn

A+ B = [a;; + bjjlmxn

< Réznica macierzy A — B = [ajj = bijlmxn



umh Dziatania na macierzach
AGH

\/
0’0

A+B=B+A (prawo przemiennosci dodawania)
(A+B)+C=A+ (B +C) (prawo tgcznosci dodawania)
A+O=0+A=A

A+(-A)=0

\/
0’0

S

*%

S

*%

S

*%

aA+B)=aA+aB
(a+PA=aA+BA

(aB)A=a (BA)
* aA=Aau

S

*%

WS

*%
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L)

*




AGH

% lloczynem macierzy A = [ai f]mxk przez macierzB = [bij] kxn

nazywamy macierz C = A-B = [Cij]mxn

k
Cij = Z Aipbyj ]

p=1
.. liczba kolumn  _ liczba wierszy
" pierwszej macierzy ~ drugiej macierzy A




llmu Dziatania na macierzach
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L)

*

A-B#B-A
“ (A-B)-C=A-(B-C) (prawo tacznosci mnozenia)
“ I'A=AT1=A

L)

L0

L0

*

“ A-(B+C)=AB+AC (prawo rozdzielnosci)

“ (A+B)-C=AC+BC (prawo rozdzielnosci)




mmm Transpozycja macierzy i jej wtasnosci
AGH

“** Macierzq transponowangq do prostokatnej macierzy
A= [aij]mxn € Mypxn (K)
nazywamy macierz prostokatna
AT = [bij]mxn Emen(K)
gdzie
bij = aj;
dai=1,2,--m j=12,,n

“* Macierz kwadratowg A = [aij]nxn stopnian, ktorej wszystkie elementy
spetniajg warunek a;; =a;; dlai=1,2,---,n tzn.
AT = A

nazywamy macierzgsymetryczng.



<+ Macierz A1 jest macierza odwrotna do kwadratowej macierzy A4, jeéli

A-A1=A41.4=1

I — macierz jednostkowa.

*» Jezeliwyznacznik macierzy A jest rézny od zera, to istnieje jednoznacznie
okreslona macierz odwrotna do nie;j.
Jest to warunek konieczny i wystarczajacy istnienia macierzy odwrotne;.
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Tworzenie macierzy




umh Wprowadzanie macierzy z linii polecen
AGH

4

L)

* Pojedyncza liczba (skalar): a=1.27

)

4

L)

* Wektor wierszowy: a=[1 2 3]

Wektor kolumnowy: a=[1; 2; 3] (Srednik oznacza przejscie do nastepnego
wiersza)

L)

4

L)

*

** Macierz:
= (kolejno wierszami): a=[123;456;7 8 9]
" mozna tez tak:
a=[123
456
7 8 9]

W rezultacie otrzymamy to samo



umh Wprowadzanie macierzy — c.d.
AGH

*» Szybkie tworzenie wektoréw:
= a=1:10
a=
12345678910
= a=0:2:10
a=
0246810
= skfadnia: a = poczgtek : krok : koniec
** Mozna tez macierze:
= a=[1:10;2:2:20]

(uwaga na rozmiary wierszy!)



** Odwotanie sie do pojedynczego elementu macierzy: afw,k), gdzie
W 0znacza numer wiersza, a k kolumny

** Przyktad:
a=[1234,5678;9101112]
a(2,3)

ans=

L)

7

* Mozna tez odwotac sie do kilku elementow macierzy poprzez wektor
indeksow:

a(2,[13])
ans=

L)

L)

57



L)

* Odwotanie poprzez zakres:
a(2,2:4)

ans=

L)

678

*** Mozna indeksowac wszystkie kolumny czy wiersze:

al2,:)
ans=

L)

5678
a(:,2:4)
ans=
2 3 /4
6 7 8
10 11 12
D
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Dziatania na macierzach




ul“m Modyfikacja macierzy poprzez
AcH Indeksowanie

’0

» Modyfikacja elementu macierzy:
a(1,2)=1
ans=
1 1 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
**» Modyfikacja wiersza (kolumny) macierzy:
a(2,:)=1:4
ans=
1 1 34
1 2 3 4
9 10 11 12

L)



Mmm Modyfikacja macierzy poprzez
AcH Indeksowanie

» Redukcja macierzy:
a(;,4)=l]
ans=
1 1 3
1 2 3
9 10 11
“* Permutacja macierzy:
=a(:[2 3 1])
b=
1 31
2 31
10 11 9



MJJJ Modyfikacja macierzy — funkcje specjalne

AGH

*** fliplr(a) — odbicie lustrzane w poziomie (Ir=left-right)

*

*** flipud(a)— odbicie lustrzane w pionie (ud=up-down)

*** rot90(a)— obroét o 90 stopni (odwrotnie do ruchu wskazowek zegara)
i tril(a) — ekstrakcja macierzy tréjkatnej dolnej (I=lower)

i triu(a) — ekstrakcja macierzy trojkatnej gérnej (u=upper)

*» diag(a)— ekstrakcja elementdéw diagonalnych macierzy

*» a'—utworzenie macierzy transponowanej

¢ inv(a) — utworzenie macierzy odwrotnej = a!




MJJJ Tworzenie macierzy specjalnych

AGH

» Tworzenie macierzy zer: zeros(w,k) — w, k oznaczajg odpowiednio liczbe
wierszy i kolumn (podanie tylko jednej liczby tworzy macierz kwadratow3a)

*** Tworzenie macierzy jedynek: ones(w, k)
» Tworzenie macierzy jednostkowej: eye(n)

s Tworzenie macierzy o rozktadzie losowym rownomiernym: rand(w, k)

2 Tworzenie macierzy o rozktadzie losowym normalnym: randn(w, k)




W operacie macierzowe

AGH

** Dodawanie i odejmowanie macierzowe:
" macierz-macierz: a+b oraz a-b (macierze muszg mie¢ te same
wymiary)
= macierz-skalar: skalar dodawany do (odejmowany od) kazdego
elementu macierzy

** Mnozenie macierzowe:
" macierz-macierz: a*b (wewnetrzne wymiary macierzy muszg by¢
rowne)
= macierz-skalar: skalar przemnaza kazdy element macierzy

*** Dzielenie macierzowe:
= dzielenie prawostronne: a/b tozsame z a*inv(b)
= dzielenie lewostronne: a\b tozsame z inv(a)*b



W operacie macierzowe

AGH

**» Potegowanie: a”b (jeden element musi by¢ skalarem, a drugi macierzg
kwadratowa):

= jesli b jest liczbg catkowita, to macierz a jest b-krotnie przemnazana
przez siebie

= jesli a jest skalarem, a macierz b jest diagonalna, to wynikiem jest
macierz diagonalna z elementami rownymi liczbie a podniesionej do
potegi wartosci odpowiedniego elementu macierzy b

= w pozostatych przypadkach operacja potegowania dokonywana jest
w przestrzeni wektorowej, w ktorej sktadnik macierzowy jest
diagonalny (rozwigzywane jest zagadnienie wartosci i wektorow
wiasnych: A=VDV-1) — wynik podawany jest jednak w przestrzeni
pierwotnej: AB=VDBV-1




W operacie tabiicowe

AGH

*» Odrdznia sie je od operacji macierzowych poprzez poprzedzenie ich
kropka: .* ./ \ A

** Wykonywane sg pomiedzy odpowiednimi elementami macierzy (element

po elemencie)

**» Macierze muszg mie¢ te same wymiary (za wyjatkiem oczywiscie operacji
na parze macierz-skalar)

** Dodawanie i odejmowanie tablicowe nie wymaga kropki, bo dziata tak
samo, jak w operacjach macierzowych

“ W przypadku, gdy mogto by to doprowadzi¢ do niejednoznacznej
interpretacji polecenia, przed kropka nalezy postawic spacje: 2 .Aa




W) operace reiacyine et

AGH

*» Operacje na macierzach o tych samych wymiarach lub pomiedzy macierzg
a skalarem — wynikiem jest macierz tych samych wymiardw, ktoérej
elementami sg wartosci logiczne (0 lub 1) wyniku operacji na
odpowiednich elementach macierzy

** Operatory relacyjne: *» Operatory logiczne:
== rOwWnNoSsCi & logiczne And
~=  nierdwnosci | logiczne Or
< mniejszosci ~ logiczne Not

<= niewiekszosci

>  wiekszosci ** Elementy niezerowe macierzy
>= niemniejszo$ci traktowane sg jak 1 (prawda)
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/
0’0

det(a) — wyznacznik macierzy

/
0’0

trace(a) — slad macierzy (suma elementéw diagonalnych)

/
0’0

rank(a) — rzagd macierzy

/
0’0

eig(a) — wartosci wtasne i wektory wiasne macierzy
= d=eig(a)
d jest wektorem (kolumng) wartosci wtasnych
= [V,D]=eig(A)
V jest macierzg wektorow wtasnych (kolumny)

D jest macierzg diagonalng wartosci wiasnych
= A=VDV!




Mm Elementarne funkcje statystyczne
AGH

¢ Dziaftajg na seriach danych wzdtuz kolumn (standardowo) lub wierszy
(trzeba to wymusié, np. min(a,2))

** Wynikiem jest wektor o dtugosci réwnej liczbie kolumn (wierszy)
z elementami bedacymi wartosciami funkcji obliczonych na kolumnach
(wierszach)

= minf(a) element minimalny

= max(a) element maksymalny

= sum(a) suma elementéw

= prod(a) iloczyn elementéw

= mean(a) Srednia

= stdfa) odchylenie standardowe

= var(a) wariancja



MJJJ Elementarne funkcje tablicowe
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*» Dziafaja tablicowo, tzn. na elementach macierzy:
= abs(a) wartos¢ bezwzgledna
= round(a) zaokraglenie
= fix(a) zaokraglenie do 0
= floor(a) zaokraglenie do —oo
= ceilla) zaokraglenie do +oo
= sqgrt(a) pierwiastek kwadratowy
= rem(a) resztaz dzielenia
= exp(a) funkcja wyktadnicza
= Jog(a) logarytm naturalny
= Jog10(a) logarytm dziesietny



MJJJ Funkcje trygonometryczne i cyklomeryczne
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*» Dziatajg na elementach macierzy (tablicowo)

*» Argumentem (lub wynikiem) funkcji jest miara tukowa

** Funkcje trygonometryczne: *** Funkcje cyklometryczne:
= sin(a) sinus = asinfa) arcus sinus
= cos(a) cosinus = gacos(a) arcuscosinus
= tan(a) tangens = gatan(a) arcustangens
= cot(a) cotangens = gcot(a) arcuscotangens

** Odpowiedniki hiperboliczne tych funkcji majg w nazwie dodatkowo litere
h na koncu, np. sinh, acoth



