Et IA, sem. letni 2017/18
Rownania rozniczkowe. Zestaw 2

1. Jakie réwnanie nazywamy rownaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzielonych? Dla
podanych réwnan wypisa¢ podstawienia, ktére sprowadzaja te rownania do rownan o
zmiennych rozdzielonych:
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2. Rozwiazaé problem Cauchy’ego
_ t
{ y=4+27
y(1) = —4.
3. Rozwiaza¢ réwnanie y' = ¥(1 4+ 5lny — 5Int). Rozwiazanie poda¢ w jawnej postaci i

okresli¢ jego dziedzine.

4. Rozwiaza¢ podane rownania. Rozwiazania poda¢ w jawnej postaci i okresli¢ ich dziedziny

a)y = —evtitl b)y =y —3t+4, c)y’:ﬁ—l—Qt—i-y—Q.

5. Znalez¢ rozwiazania rownan

a)y' =Y+ e, b) ty' —y =ttg¥, o)y = — 3%,

d)ty —y=(t+y)In=2 )y =10", f) y’zﬂ,

g)y =sin(t —y), h)y =2t +y—3)2—4t—2y+5, i)y = —Zigzﬁ,

9y =5 R [) (y — t)dt = —(y + t)dy.

6. a) Co to znaczy, ze problem Cauchy’ego jest jednoznaczny?
b) Ile rozwiazan okreslonych na R ma problem Cauchy’ego

y, —_= Sy%
y(l)=07

7. Czy przez kazdy punkt (tg,vo) € R? przechodzi jakas$ krzywa catkowa réwnania y =
y3 + t2? Odpowiedz uzasadni¢ korzystajac z twierdzenia Peano.

8. a) Sprawdzi¢, czy funkcja f(t,y) = \/y + t speia warunek Lipschitza wzgledem drugiej
zmiennej.
b) Czy wykresy dwdéch réznych rozwiazan réwnania y' = /y + t moga si¢ przecina¢ w
jakim§ punkcie (tg,y0) € R? (wsk. skorzystaé z twierdzenia Picarda)?

9. Sformutowaé twierdzenie Picarda o jednoznaczno$ci rozwiazania problemu Cauchy’ego.
Czy wykresy dwéch réznych rozwiazan réwnania 3y’ = 4% + ¢ + 1 moga przecinaé sie w
jakim§ punkcie (tg,y) € R*? OdpowiedZ uzasadnié.

10. Sprawdzi¢, czy problem poczatkowy 3 = y? + 1, y(0) = 0 ma rozwiazanie okreslone na
calej prostej.

11. Obliczy¢ dwie pierwsze iteracje Picarda dla problemu Cauchy’ego 3 = % + 3%, y(0) = 1.

12. Obliczy¢ trzy pierwsze iteracje Picarda dla problemu Cauchy’ego v/ = e' + 2, y(0) = 0.
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Wyprowadzi¢ wzor na n-ta iteracje Picarda y, () i obliczy¢ jej granice przy n — oo dla
problemu Cauchy’ego y' = 2ty, y(0) = 1.

Zmnalez¢ funkcje y : R — R spehiajace réwnania catkowe

¢ t ou(s)
a) y(t) :/1 e Vs, b) y(t) = —1+/1 y(s)ds'

Uzasadni¢, ze y = —1 jest jedynym rozwiazaniem problemu Cauchy’ego ' = t(1 + y),
y(0) = -1,
Znalez¢ wszystkie rozwiagzania problemu Cauchy’ego vy = t4/1 — y?, y(0) = 1.

Dla problemu Cauchy’ego v' = v/y — 1, y(to) = yo dobra¢ warunki poczatkowe tak, aby
problem mial a) jednoznaczne rozwiazanie, b) nie mial rozwigzania, ¢) mial nieskoniczenie
wiele rozwiazan.

Ile rozwiazan réwnania speinia podany warunek poczatkowy:
a) y' =5y"°  y(1) =1,
b)y' =4y, (1) = -1

[le rozwiazan ma problem poczatkowy:

, B _ 2 dla y<1 o
y = [(ty), y(O)—Lgleef(t?y)—{g; dla y>1 °



